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E R R O R  C O D E S  I N  D I G I T A L  D A T A  
C O M M U N I C A T I O N  S Y S T E M S  
b y  
R O B E R T  H A D L E Y  C R A V E N S  
A  t h e s i s  s u b m i t t e d  i n  p a r t i a l  f u l f i l l m e n t  
o f  t h e  r e q u i r e m e n t s  f o r  t h e . d e g r e e  o f  
? - ! A S T E R  O F  S C I E N C E  
i n  
A P P L I E D  S C I E N C E  
P o r t l a n d  S t a t e  U n i v e r s i t y  
1 9 7 7  
A N  A B S T R A C T  O F  T H E  T H E S I S  O F  R o b e r t  H a d l e y  C r a v e n s  f o r  t h e  M a s t e r  o f  
S c i e n c e  i n  A p p l i e d  S c i e n c e  p r e s e n t e d  J u l y  2 9 ,  1 9 7 7 .  
" f l l  
T d ! t l e :  E r r o r  C o d e s  i n  D i g i t a l  D a t a  C o m m u n i c a t i o n  S y s t e m s  
A P P R O V E D  B Y  M E M l f E R S  O F  T H E  T H E S I S  d  .  
C .  R i l e y ,  C h a i r m a n  ~ 
P a h  I .  C h e n  
T o d a y t s  d i g i t a l  c o m m u n i c a t i o n  s y s t e m s  p e r f o r m  d a t a  t r a n s f e r s  a t  
t h e  r a t e  o f  m i l l i o n s  o f  b i t s  p e r  m i n u t e ,  w i t h  d a t a  e r r o r s  i n  t h e  o r d e r  
o f  l / 6 t h  e r r o r  p e r  d a y .  T h i s  m a g n i t u d e  o f  e r r o r l e s s  c o m m u n i c a t i o n  i s  
n o w  p o s s i b l e  b e c a u s e  o f  s o p h i s t i . c a t e d  e r r o r  c o r r e c t i n g  c o d e s .  M a n y  t y p e s  
o f  e r r o r  c o d e s  a r e  e m p l o y e d  t o d a y  i n  t h r e e  d i s t i n c t  a r e a s  o f  d i g i t a l  
d a t a  collli~unication: h u m a n  t o  c o m p u t e r ;  d a t a  s o u r c e  t o  c o m p u t e r ;  
c o m p u t e r  t o  c o m p u t e r ;  a n d  i n t r a - c o m p u t e r ;  w e  a r e  c o n c e r n e d  h e r e  w i t h  
l . n t r a - c o m p u t e r  c o m m u n i c a t i o n .  
T h i s  r e s e a r c h  i s  p r i m a r i l y  a  m a t h e m a t i c a l  s t u d y  o f  e r r o r  c o d e s  i n  
g e n e r a l  t o  e x p l o r e  t h e  p o s s i b i l i t i e s  o f  e a c h  m a j o r  t y p e  f o r  t h e  p u r p o s e  
o f  i m p l e m e n t a t i o n  i n  r e a l  s y s t e m s .  T h e  a u t h o r  w a s  i n s p i r e d  t o w a r d  t h i s  
g o a l  b y  s e v e r a l  p e o p l e  a n d  s e l f  f e e l i n g s .  T h e  f i r s t ,  w a s  a  d e f i n i t e  
affin~ty t o w a r d  o r d e r l i n e s s  a n d  t h e  l o g i c a l  s e q u e n c e  o f  f o r m a l  m a t h e m a t i c s .  
S e c o n d l y ,  t h e  t h r u s t i n g  o f  b e i n g  a s s i g n e d  t o  a  w o r k  p r o j e c t  w h e r e  
c o m p u t e r  m a i n t e n a n c e  a n d  w h e r e  a l l  t y p e s  o f  e r r o r s  b e c a m e  i m p o r t a n t .  
A n d ,  f i n a l l y  a n  a d v i s o r  w h o  b e l i e v e s  i n  ° p r a c t i c a l  t h i n g s " .  
T h e  o r i g i n a l  p o r t i o n  o f  t h i s  e n d e a v o r  i s  . t o  b e  f o u n d  i n  t h e  c o n -
c l u s i o n s  d r a w n  f r o m  e a c h  g r o u p  o f  m a t h e m a t i c a l  f a c t s  d i s c l o s e d  i n  t h e  
r e s e a r c h .  T h e  p a r t i c u l a r  b e n d  o f  t h e  a u t h o r  t o w a r d  t h e  c o s t / r e l i a b i l i t y /  
e f f i c i e n c y  o f  t h e  s y s t e m  w a s  n o t  t h e  i n t e n t  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  m a t h e -
m a t i c i a n s .  w h o  d i d  t h e  m a j o r i t y  o f  t h e  w o r k  q u o t e d  h e r e i n .  T h e  a u t h o r ' s  
c o n t r i b u t i o n  w a s  t o  d r a w  t h e s e  i d e a s  a n d  w o r k s  t o g e t h e r  a n d  t o  f o r m  t h e  
c o n c l u s i o n s  b a s e d  u p o n  h i s  e x p e r i e n c e  a n d  t r a i n i n g  a s  a n  E n g i n e e r .  
T h e  p r i m a r y  c o n c l u s i o n  i s  t h a t  m u l t i - r e s i d u e  s y s t e m a t i c  c o d e s  a p p e a r  
t o  b e  t h e  b e s t  c h o i c e  f o r  i m p l e m e n t a t i o n  o f  a l l  a r o u n d  e r r o r  c o r r e c t i o n  
a n d  g e n e r a l  h a r d w a r e  c o n f i g u r a t i o n s .  T h i s  c o n c l u s i o n  i s  w i t h i n  t h e  
c o n s t r a i n t s  t h a t  w e r e  l a i d  d o w n  i n  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  r e s e a r c h ;  
1 )  t o  n o t  i n c r e a s e  t h e  c o s t  o f  h a r d w a r e ,  2 )  t o  m a i n t a i n  o r  i m p r o v e  t h e  
s y s t e m  r e l i a b i l i t y ,  a n d  3 )  t o  m a i n t a i n  o r  i n c r e a s e  t h e  p r o c e s s i n g  s p e e d .  
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A C K N O W L E D G M E N T S  
T h e  a u t h o r  a c k n o w l e d g e s  h i s  a p p r e c i a t i o n  t o  P r o f e s s o r  J a c k  R i l e y  
f o r  h i s  i n v a l u a b l e  h e l p  i n  s o r t i n g  o u t  t h e  b u r e a u c r a t i c  e n t a n g l e m e n t s ,  
a n d  h i s  p a t i e n c e  a n d  c o l l a b o r a t i o n  i n  t h e  p r e p a r a t i o n  o f  t h i s  t h e s i s .  
A l s o ,  t h e  a u t h o r  w i s h e s  t o  ~xpress h i s  g r a t i t u d e  t o  h i s  w i f e ,  
M a u r e e n a  a n d  f a m i l y ,  D a n i e l l e  a n d  K j e l l  f o r  t h e i r  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  
d i s r u p t i o n  o f  t h e i r  l i v e s .  
F i n a l l y ,  a n d  b y ' n o  m e a n s  l e a s t ,  t h e  a u t h o r  n e e d s  t o  e x p r e s s  h i s  
t h a n k s  t o  D o n n a ,  t h e  S u p e r - S e c r e t a r y ,  w h o  t y p e d ,  r e v i e w e d ,  c r i t i q u e d  
a n d  " g o t - i t - r i g h t " ,  t h i s  t h e s i s ;  p a r t l y  d u r i n g  h e r  . v a c a t i o n ,  t h a n k  ' y o u !  
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I N T R O D U C T I O N  
T h e  r e s e a r c h  r e p o r t e d  h e r e  c o n c e r n s  t h e  t h e o r y  a n d  t h e  a p p l i c a t i o n  
o f  e r r o r  g e n e r a t i o n  c o d e s  a s  u s e d  f o r  e r r o r  c o r r e c t i o n  i n  t h e  a r i t h m e t i c  
o p e r a t i o n s  o f  d i g i t a l  c o m p u t e r s .  T h e s e  c o d e s  o f  v a r y i n g  t y p e s  a n d  
d e s i g n s  a r e  u s e d  b y  s m a l l  m i c r o p r o c e s s o r s  u p  t h r o u g h  t h e · h u g e  d a t a  p r o - ·  
c e s s i n g  m a c h i n e s  u s e d  f o r  n u m b e r  m a n i p u l a t i o n s .  T h e  e r r o r s  m a y  b e  d u e  
t o  t r a n s i e n t  o r  p e r m a n e n t  c o m p o n e n t  f a i l u r e s ,  t o  m a l f u n c t i o n s  d u e  t o  
e l e c t r i c a l  n o i s e ,  o r  t o  b o t h .  T h e  r e l e v a n c e  o f  t h i s  t o p i c  i s  j u s t i f i e d  
b y  t h e  i n c r e a s e d  r e l i a b i l i t y  r e q u i r e m e n t s  o f  m o d e r n  a r i t h m e t i c  a n d  l o g i c a l  
p r o c e s s o r s ,  d u e  t o  t h e  s t a t e - o f - t h e  a r t s '  ' g r o w t h  i n  s i z e ,  s p e e d  a n d  t h e  
i n t e r e s t  f o r  R e a l  T i m e  o p e r a t i o n .  T h i s  e n d e a v o r  w i l l  o n l y  c o v e r  b i n a r y  
p r o c e s s e s '  a n d  t h e r e f o r e ,  o n l y  b i n a r y  c o d e s .  
T h e  g r e a t e s t  m a j o r i t y  o f  t o d a y ' s  d i g i t a l  c o d e  c o m m u n i c a t i o n  i s  
i n t r a - c o m p u t e r .  I t  q u i t e  p r o b a b l y  a p p r o a c h e s  9 5 %  o f  a l l  d i g i t a l  
c o m m u n i c a t i o n s .  T o d a y ' s  t r e n d  i s  t o  m o v e  t o w a r d  l a r g e  s c a l e  d i g i t a l  
d a t a  c o n u n u n i c a t i o n s  t o  i n t e r f a c e  d i r e c t l y  w i t h  c o m p u t e r s  a n d  f o r  l o n g  
r a n g e  t e l e c o m m u n i c a t i o n s .  D i g i t a l  c o m m u n i c a t i o n s  w i l l  o f f e r  m a n y  
a d v a n t a g e s  a s  l o n g  a s  i t  i s  i m m u n e  t o  e r r o r s  o r  h a s  t h e  a b i l i t y  t o  
c o r r e c t  t h o s e  e r r o r s  w h i c h  d o  o c c u r .  
T h e  r e c e n t  h i s t o r y  o f  m e t h o d s  t o  i m p r o v e  t h e  r e l i a b i l i t y  o f  d i g i t a l  
p r o c e s s o r s  s h o w s  t h r e e  b a s i c  t r e n d s :  1 )  C o m p u t e r  U s e r s  h a v e  i n c r e a s e d  
t h e  r e l i a b i l i t y  o f  t h e  g i v e n  s y s t e m  a t  t h e  c o m p o n e n t  l e v e l  b y  u s i n g  t h e  
b e s t  c o m p o n e n t s  a n d  p r o v i d i n g  m u l t i - l e v e l  r e d u n d a n c y  o f  c o m p o n e n t  s u b -
s y s t e m s  t o  b e  s w i t c h e d  i n  p l a c e  o f  a  f a u l t y  o n e ,  2 )  r e l i a b i l i t y  o f  
t h e  p r o c e s s o r .  i s  i m p r o v e d  b y  p r o v i d i n g  a l t e r n a t e  u n i t s ,  e i t h e r  t o  b e  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
- - . .  
2  
s w i t c h e d  i n  p l a c a  o f  a  f a u l t y  o n e ,  o r  t o  b e  o p e r a t e d  s i m u l t a n e o u s l y  w i t h  
s o m e  m a j o r i t y  d e c i s i o n  e l e m e n t s  o p e r a t i n g  f r o m  t h e  o u t p u t s  o f  t h e  
d u p l i c a t e d  u n i t s ,  o r  f i n a l l y  3 )  t h e  r e l i a b i l i t y  i s  a c h i e v e d  b y  r e d u n d a n t  
i n f o r m a t i o n  p r o c e s s i n g  s o  t h a t  c e r t a i n  k i n d s  o f  f a u l t s  c a n  b e  d e t e c t e d  
a n d / o r  c o r r e c t e d  b y  n o n - c o m p l e x  c i r c u i t r y .  I n  t h e  c a s e  o f  c o r r e c t i o n ,  
t h e  c i r c u i t r y  u s e s  t h e  r e d u n d a n t  i n f o r m a t i o n  t o  p r o d u c e  a  r e s u l t  i n  
w h i c h  t h e  e f f e c t s  o f  t h e  m a l f u n c t i o n  a r e  e l i m i n a t e d .  
T h e  g o a l  o f  a n y  e r r o r  c o d e ·  g e n e r a t i o n  s c h e m e  f o r  a r i t h m e t i c  a n d / o r  
l o g i c a l  o p e r a t i o n s  i s  t o  p r o v i d e  c o r r e c t  r e s u l t s  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  
c o m p o n e n t ( s )  f a i l u r e s  w i t h o u t  u n d u l y  i n c r e a s i n g  t h e  c o s t ,  d e c r e a s i n g  
t h e  s y s t e m  r e l i a b i l i t y ,  o r  s l o w i n g  d o w n  i t s  p r o c e s s i n g  s p e e d .  
C H A P T E R  I  
A R I T H M E T I C ·  C O D E S  
I n . t h i s  c h a p t e r  t h e  a r i t h m e t i c  c o d e s  a r e  d e f i n e d  a n d  c l a s s i f i e d ,  
t h e  f u n d a m e n t a l  d e f i n i t i o n s  o f  a r i t h m e t i c  w e i g h t  a n d  d i s t a n c e  a r e  g i v e n ,  
a n d  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  b i n a r y  a r i t h m e t i c  d i s t a n c e  a n d  t h e  e r r o r -
c o r r e c t i n g  c a p a b i l i t i e s  o f  t h e  c o d e  a r e  d i s c u s s e d .  T h e  t r e a t m e n t  o f  
a r i t h m e t i c  w e i g h t  a n d  d i s t a n c e  d i f f e r s · f r o m  t h e  o r t h o d o x  a p p r o a c h  
s h o w n . b y  M a s s e y  [ l ]  i n  t h a t  t h e  b i n a r y  o p e r a t i o n s  a r e  t a k e n  a m o n g  t h e  
e l e m e n t s  o f  a  f i n i t e  r i n g .  T h i s  l e a d s  t o  t h e  c o n c e p t s  o f  m o d u l a r  
b i n a r y  a r i t h m e t i c  w e i g h t  a n d  d i s t a n c e .  F i n a l l y  t h e  m o s t  c o m m o n  d i g i t a l  
a r c h i t e c t u r e s  f o r  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  a r i t h m e t i c  c o d e s  a r e  c o n s i d e r e d  
a n d  e v a l u a t e d .  
D E F I N I T I O N S  
A r i t h m e t i c  W e i g h t s  a n d  D i s t a n c e  
T h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n  o f  b i n a r y  a r i t h m e t i c  w e i g h t  i s  f r o m  
· - - . .  
P e t e r s o n  ' [ 2  J .  
L e t  Z  b e  a n  i n f i n i t e  r i n g  o f  ~ntegers. 
D e f i n i t i o n  1 . 1  A r i t h m e t i c  W e i g h t :  
L e t  N  b e  a n  e l e m e n t  o f  Z .  T h e  b i n a r y  a r i t h m e t i c  w e i g h t  o f  N ,  
d e n o t e d  B A W ( N ) ,  i s  t h e  m i n i m u m  p o s s i b l e  n u m b e r  o f  n o n - z e r o  t e r m s  i n  t h e  
r e p r e s e n t a t i o n  
n  n - 1  
N  =  a  2  +  a  
1
2  +  .  .  .  +  a  
n  n - o  
( 1 . 1 )  
w h e r e  n  m a y  b e  a s  l a r g e  a s  n e e d e d ,  a n d  a
1
. i s  1 , 0 ,  o r  - 1  f o r  i  =  O ,  1 ,  
4  
•  •  •  n  •  
E X A M P L E S :  
5  
B A W ( N
1
)  =  2  
N  =  3 1  =  2  - 1  
1  '  
4  2  
N z  =  1 1  =  2  ~2 - 1 ,  B A W ( N z )  =  3  
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  m i n i m u m  w e i g h t  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a n  
i n t e g e r ,  i . e . ,  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  w i t h  t h e  m i n i m u m  n u m b e r  o f  n o n - z e r o  
t e r m s  i n  t h e  e x p r e s s i o n  ( 1 . 1 )  i s  n o t  u n i q u e .  F o r  e x a m p l e ,  
4  2  
N  =  1 1  =  2  - 2  - 1  =  
2 3  +  2 2 - 1 .  
R e i t w i e s n e r  [ 3 ]  h a s  s h o w n  t h a t  i f  a n  i n t e g e r  i s  g i v e n  i n  s u c h  f o r m  t h a t  
t h e  p r o d u c t  ( a . )  ( a .  
1
)  =  0  i n  ( 1 . 1 )  f o r  a l l  i  =  1 ,  • . •  ,  n  t h e n  i t  i s  
1  1 -
e x p r e s s e d  i n  m i n i m a l  w e i g h t  f o r m .  A n  a l g o r i t h m  t o . d e t e r m i n e  b y  i n s p e c t -
i o n  t h e  a r i t h m e t i c  w e i g h t  o f  a n  i n t e g e r  e x p r e s s e d  i n  b i n a r y  f o r m  i s  
g i v e n  i n  A P P E N D I X  A .  
D e f i n i t i o n  1 . 2  A r i t h m e t i c  D i s t a n c e :  
G i v e n  N
1  
a n d  N
2  
i n  t h e  i n f i n i t e  r i n g  o f  i n t e g e r s  Z ,  t h e  b i n a r y  
a r i t h m e t i c  d i s t a n c e  b e t w e e n  N
1  
a n d  N
2  
d e n o t e d  B A D ( N
1
N
2
)  i s  g i v e n  b y  
B A W ( N
1  
' " ' N z )  
B A W ( N
2
· - N
1
)  
w h i c h  a l s o  c o m e s  f r o m  P e t e r s o n  [ 2 ] .  I f  a  n u m b e r  N
1  
i s  t r a n s m i t t e d  a n d  
( 1 . 2 )  
N
1  
#  N
2  
i s  d ,  t h e n  a  d - f o l d  a r i t h m e t i c  e r r o r  ( E )  i s  s a i d  t o  h a v e  o c c u r r e d .  
I n  o t h e r  w o r d s ,  l e t  N
2  
=  N
1  
+  E  a n d  t h e n  B A W ( E )  =  d .  T h e  m i n i m u m  d  
o c c u r s  w h e n  o n e  b i t  p o s i t i o n  f a i l s  b u t  w h e n  t h e  f a i l u r e  i s  i n  o n e  o f  
· t h e  c e l l s  o f  a  r e g i s t e r  o r  a c c u m u l a t o r  s e v e r a l  c o n s e c u t i v e  b i t  p o s i t i o n s  
w i l l  b e  a f f e c t e d  d u e  t o  p r o p a g a t i o n .  T h e  d e f i n i t i o n s  o f  a r i t h m e t i c  
w e i g h t  a n d  d i s t a n c e  t r e a t  e r r o r s  o n l y  a s  s i n g l e  e r r o r s .  
l  I  
5  
D e f i n i t i o n  1 . 3  n - T u p l e s :  
C o n s i d e r  n - t u p l e s ,  l i k e  
X  = [ X  , X
1
,  • . •  , X  
1
J  
o  n -
( 1 . 3 )  
w h e r e  e a c h  c o m p o n e n t  X .  i s  a n  e l e m e n t  o f  a  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  m .  
1  1  
f o r  i  =  O,l,.~.,n-1. G a r n e r  [ 4 ]  s h o w s  f o r  e x a m p l e ,  X  =  [ 0 , - 3 , 5 ]  i s  a  
t r i p l e  w h e r e  t h e  c o m p o n e n t s  0 , - 3 , 5  a r e  e l e m e n t s  o f  r i n g s  o f  i n t e g e r s  
m o d u l o  3 0 , 5 , 6  r e s p e c t i v e l y .  
F r o m  t h i s  p o i n t  o f  v i e w  w e  c o u l d  t h e n  t r e a t  t h e  n  b i t  b i n a r y  
e x p a n s i o n  o f  a n  n - t u p l e  f o r  w h i c h  m .  =  2  f o r  i  =  0 , 1 ,  • • •  , n - 1 .  A n  e x a m p l e  
1  
w o u l d  b e  a s  f o l l o w s ,  a  b i n a r y  s e q u e n c e  l i k e  1 0 1 1 0 1 1 1  r e p r e s e n t i n g  t h e .  
i n t e g e r  1 8 3  i s  e q u i v a l e n t  t o  [ l , 0 , 1 , l , 0 , 1 , 1 , l ]  w h e r e  m .  =  2  f o r  i  =  
1  
0 , 1 ,  • • •  , 7 .  I n  w h a t  f o l l o w s  t h e  i n t e g e r  ( 1 8 3 )  w i l l  b e  t r e a t e d  a s  a  
s e q u e n c e  [ 1 0 1 1 0 1 1 1 ]  o r  a s  a n  n - t u p l e  [ l , 0 , 1 , 1 , 0 , l , l , l ]  a s  n e e d e d .  T h e  
a p p r o p r i a t e  i n t e r p r e t a t i o n  s h o u l d  b e  c l e a r  f r o m  t h e  c o n t e x t  i n  w h i c h  i t  
i s  u s e d .  
C o m p a r i s o n  a n d  o p e r a t i o n s  b e t w e e n  n - t u p l e s  w i l l  b e  d e f i n e d  o n l y  
w h e n  t h e y  h a v e  t h e  s a m e  n u m b e r  o f  c o m p o n e n t s  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
c o m p o n e n t s  b e l o n g  t o  t h e  s a m e  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  m .  f o r  i  =  0 , 1 ,  • . .  ,  
1  
n - 1 .  
· D e f i n i t i o n  1 . 4  C o n g r u e n c y :  
A n  . i n t e g e r  N  i s  s a i d  t o  b e  c o n g r u e n t  t o  a n  i n t e g e r  N
2  
m o d u l o  q i '  
d e n o t e d  N
1  
=  N
2  
m o d  q i '  i f  
N l  =  k q i  +  N 2  
( 1 . 4 )  
f o r  s o m e  i n t e g e r  k .  G a r n e r  [ 4 ]  a g a i n ,  s h o w s  h o w  t o  p r o v e  c o n g r u e n c y .  
T w o  n - t u p l e s  X  a n d  Y  a r e  e q u a l  i f  a l l  t h e i r  c o r r e s p o n d i n g  c o m -
p o n e n t s  a r e  c o n g r u e n t ,  i . e . ,  i f  x i =  y i  f o r  i  =  0 , 1 ,  • . •  , n - 1 .  
O p e r a t i o n s  b e t w e e n  n - t u p l e s  a r e  d e f i n e d  c o m p o n e n t  w i s e ,  i . e . ,  
a s  o p e r a t i o n s  i n  t h e  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  m i  f o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
c o m p o n e n t s .  F u r t h e r  t w o  o p e r a t i o n s  d e n o t e d  ~ a n d  g ,  a r e  m e a n i n g f u l  
6  
b e t w e e n  n - t u p l e s ,  t h e y  c o r r e s p o n d  e x a c t l y  t o  t h e  o p e r a t i o n s  o f  a d d i t i o n  
a n d  m u l t i p l i c a t i o n  i n  t h e  r i n g s  o f  i n t e g e r s  o f  t h e  c o m p o n e n t s .  
G i v e n  a n  i n t e g e r  n ,  t h e  l e a s t  n o n - n e g a t i v e  i n t e g e r  c o n g r u e n t  t o  
N  m o d u l o  m .  i s  r e p r e s e n t e d  b y  J N I  a n d  i s  u s u a l l y  c a l l e d  t h e  r e s i d u e  
i  m .  
1  
o f  N  m o d u l o  m ; .  T h e n  w e  c a n  w r i t e ,  u s i n g  ( 1 . 2 )  
X  •  Y  =  f J  x  +  Y  I  • • · • ' I  x n - 1  +  y n - 1  m  1  
.  .  I  J  
L  o  o  m
0  
n -
w h e r e  +  i s  u s e d  f o r  o r d i n a r y  a d d i t i o n .  
T h e  c o n c e p t s  o f  B A W  a n d  B A D  g i v e n  b e f o r e  d i f f e r  f r o m  t h e  c o n c e p t s  
o f  H a m m i n g  W e i g h t  ( H W )  a n d  H a m m i n g  D i s t a n c e  ( H D )  w h i c h  a r e  a l s o  v e r y  
u s e f u l  i n  c o m m u n i c a t i o n  codes~ F r o m  H a m m i n g  [ 5 ] ,  t h e n  t h e  f o l l o w i n g  
d e f i n i t i o n s .  
D e f i n i t i o n  1 . 5  H a m m i n g  W e i g h t :  
G i v e n  a n  n - t u p l e  X  =  [ x  , x
1
,  . • •  , x  
1
]  d e f i n e d  f r o m  ( 1 . 3 )  i t s  
o  n -
H a m m i n g  W e i g h t ,  r e p r e s e n t e d  H W ( X ) ,  i s  t h e  n u m b e r  o f  n o n - z e r o  c o m p o n e n t s  
i n  
x  =  [ 1  x  I  ;  t x
1
1  ,  .  ·  ·  ,  I~ n - 1 f  m  J  
o  m o  m l  n - 1  
( 1 . 5 )  
F r o m  t h e  p r e v i o u s  d e f i n i t i o n s  a n d  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  b i n a r y  
e x p a n s i o n  o f  a n y  i n t e g e r  N  a s  a n  n - t u p l e  w e  d e d u c e ,  w i t h  t h e  i n s i g h t  
o f  R a o  [ 6 ] ,  t h a t  
7  
H W ( N ) .  =  B A W ( N ) .  
D e f i n i t i o n  1 .  6  H a m m i n g  D i s t a n c e : .  
T h e  H a m m i n g  D i s t a n c e  b e t w e e n  t w o  n - t u p l e s  X  a n d  Y  i s  
H D ( X - Y )  =  H W [ ( x o  - y o ) , ( x l  - y l ) ,  • • .  , ( x n - 1  - y n - 1 ) ]  
( 1 . 6 )  
T h e r e  i s  a  m a r g i n  o f  e r r o r  i n  f i n i t e  r i n g  a r i t h m e t i c  a s  u s e d  i n  
g e n e r a t i n g  e r r o r  c o d e s  b u t  i t  c a n  b e  d e a l t  w i t h  b y  u s i n g  c e r t a i n  c o n - .  
s t r a i n t s .  F o r  d e e p e r  m a t h e m a t i c a l ' i n v o l v e m e n t  t h e  r e a d e r  s h o u l d  a d j o u r n  
t o  A P P E N D I X  B .  
C L A S S I F I C A T I O N S  A N D  D E F I N I T I O N S  O F  A R I T H M E T I C  
C O D E S  I N  A  F I N I T E  R I N G  
A n  e r r o r  c o d e  c a n  b e  u s e d  t o  d e t e c t  · a n d / o r  c o r r e c t  e r r o r s  i n  b a s i c  
a r i t h m e t i c  a n d  a r i t h m e t i c  r e l a t e d  o p e r a t i o n s .  A l l  e r r o r  c o d e s  d e p e n d  o n  
s o m e  f o r m  o f  r e d u n d a n c y ;  o n l y  e r r o r  c o d e s  w h i c h  a r e  f i n i t e  n u m b e r  s y s t e m s  
a r e  c o n s i d e r e d  b e c a u s e  ~he a p p l i c a t i o n  t o  c o m p u t e r s  a n d  o t h e r  d i g i t a l  
c o m m u n i c a t i o n  s c h e m e s  i s  f i n i t e .  A n y  u s e f u l  a r i t h m e t i c  c o d e  w o u l d  h a v e  
t o  a t  l e a s t  c h e c k  a d d i t i o n  s i n c e  t h e  b a s i c  c o m p u t e r  o p e r a t i o n  i s  
a d d i t i o n :  r e l a t e d  o p e r a t i o n s  n e e d i n g  e r r o r  c o r r e c t i o n  a r e  s h i f t ,  r o t a t i o n ,  
a n d  c o m p l i m e n t a t i o n .  A l t h o u g h  t h i s  p a p e r  i s  c o n c e r n e d  o n l y  w i t h  t h e  
c o r r e c t i o n  o f  a d d i t i o n  e r r o r s ,  w o r k  h a s  a l s o  b e e n  d o n e  o n  m u l t i p l i c a t i o n  
e r r o r s .  
G a r n e r  [ 4 ]  h a s  s h o w n  t h a t  w h e n  t h e  e r r o r  c o d e  i s  a n  i d e a l  i n  a  
f i n i t e  r i n g  o f  i n t e g e r s ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  d e t e c t  a n d / o r  c o r r e c t  e r r o r s  
i n  m u l t i p l i c a t i o n  a s  w e l l  a s  i n  a d d i t i o n .  B i n a r y  r a d i x  a n d  d i m i n i s h e d  
r a d i x  c o m p l e m e n t  c o d e s  f o r m  a d d i t i v e  g r o u p s  m o d u l o  m  
0  
2  o r  m  
0  
n  
=  2  - 1  
r e s p e c t i v e l y ,  a n d  G a r n e r  [ 7 ]  h a s  a l s o  s h o w n  h o w  t o  m o d e l  t h e s e  c o d e s  a s  
8  
r i n g s  f o r  m u l t i p l i c a t i o n .  
S e p a r a t e  a n d  N o n - S e p a r a t e  C o d e s  
W e  c a n  c l a s s i f y  t h e  e r r o r  c o d e s  i n t o  t w o  b r o a d  g r o u p s  a c c o r d i n g  
t o  h o w  t h e  a r i t h m e t i c  i s  p e r f o r m e d  o n  t h e  n  b i t s  r e p r e s e n t i n g  t h e  c o d e  
w o r d s ,  I f  e x a c t l y  t h e  s a m e  a r i t h m e t i c  r u l e s  a r e  a p p l i e d  t o  a l l  n  b i t s  
w i t h  t h e  p o s s i b l e  e x c e p t i o n  o f  a n  a d d i t i v e  o r  m u l t i p l i c a t i v e  c o r r e c t i o n  
a f t e r ·  t h e  o p e r a t i o n  i s  p e r f o r m e d ,  t h e n  w e  h a v e  a  n o n - s e p a r a t e  c o d e .  
I f  h o w e v e r ,  d i f f e r e n t ,  i n d e p e n d e n t ,  a r i t h m e t i c  i s  s p e c i f i e d  f o r  t h e  k  
i n f o r m a t i o n  c a r r y i n g  b i t s  a n d  f o r  t h e  r e d u n d a n t  ( m - k )  r e m a i n i n g  b i t s ,  
s u c h  t h a t  t h e r e  i s  n o  t r a n s f e r  o f  c a r r i e s  ( o r  o v e r f l o w s )  f r o m  o n e  o p e r -
a t i o n  t o  t h e  o t h e r ,  t h e n  w e  h a v e  a  s e p a r a t e  c o d e .  
A  g e n e r a l  t y p e  o f  n o n - s e p a r a t e  e r r o r  c o d e  i s  t h e  A N + B  c o d e  
o r i g i n a l l y  c o n s i d e r e d  b y  D i a m o n d  [ 8 ]  a n d  B r o w n  [ 9 ] .  I n  t h e s e  c o d e s ,  
t h e  i n f o r m a t i o n  r e p r e s e n t e d  b y  a  n u m b e r  N  i s  m u l t i p l i e d  b y  a  c o n s t a n t  
A ;  t h e  a d d i t i v e  c o n s t a n t  B  i s  s o m e t i m e s  u s e d  t o  m a k e .  t h e  c o m p l i m e n t a t i o n  
o f  t h e  c o d e d  w o r d s  s i m p l e r ,  b u t  i n  t h e  f o l l o w i n g  c a s e s  w e  w i l l  s e t  B  =  0 .  
T h e r e  i s  a l s o  a  r e q u i r e m e n t  t h a t  A  m u s t  h a v e  a t  l e a s t  s o m e  n o n - t r i v i a l  
f a c t o r  r e l a t i v e l y  p r i m e  t o  t h e  ba~e b  o f  t h e  s y s t e m  i n  w h i c h  t h e  e r r o r  
c o d e  i s  r e p r e s e n t e d .  T h i s  i s  t o  c i r c u m v e n t  t h e  s i n g l e  e r r o r s  g o i n g  
u n n o t i c e d .  A  t h e o r e m  c r e d i t e d  t o  F i s h e r  b y  S z a b o  a n d  T a n a k a  [ 1 0 ]  s h o w s  
t h a t  a  n o n - s e p a r a t e  c o d e ,  a s  d e f i n e d  a b o v e ,  m u s t  b e  o f  t h e  t y p e  A N  i f  
t h e  c o d e  i s  t o  b e  p r e s e r v e d  u n d e r  a d d i t i o n  a n d  s u b t r a c t i o n .  G a r n e r  [ 4 ] ,  
m o r e  p r e c i s e l y ,  g i v e s  t h e  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  
e x i s t e n c e  o f  a  n o n - s e p a r a t e  c o d e .  H o w e v e r ,  e x i s t e n c e  a l o n e  d o e s  n o t  
g i v e  a n y  i n f o r m a t i o n  o f  t h e  e r r o r  c o r r e c t i n g  · c a p a b i l i t i e s  o f  t h e  c o d e .  
A  v e r y  i n t e r e s t i n g  sub~lass o f  n o n - s e p a r a t e  c o d e s  c a l l e d  " S y s t e m a t i c  
9  
C o d e s "  w a s  d i s c o v e r e d  b y  H e n d e r s o n  [ 1 1 ] ;  t h e y  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  i n  
d e t a i l  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .  
A  g e n e r a l  t y p e  o f  s e p a r a t e  c o d e  i s  t h e  m u l t i - r e s i d u e  c o d e  i n  
w h i c h  t h e  i n f o r m a t i o n  r e p r e s e n t a t i o n  b y  t h e  n u m b e r  x  i n  t h e  r i n g  o f  
i n t e g e r s  m o d u l o  m  i s  c o d e d  a s  a  ( k  +  1 ) - t u p l e  X ,  a n d  t h e  m o d u l i  m .  
0  i  
f o r  0  <  i  <  k  a r e  p a i r w i s e  r e l a t i v e  p r i m e  i n t e g e r s .  T h i s  i s  a c t u a l l y  
a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  b i - r e s i d u e  c o d e  a s  d e f i n e d  b y  R a o  [ 6 ] .  T h e  
a r i t h m e t i c  o f  m u l t i - r e s i d u e  c o d e d  w o r d s  i s  p e r f o r m e d  a s  i n  D e f i n i t i o n  
1 . 2 .  ·  T h e  i n d e p e n d e n t  a r i t h m e t i c  o f  t h e  r e s i d u e s  a l l o w s  a  s e p a r a t i o n  
b e t w e e n  t h e  o p e r a t i o n  b e i n g  m o n i t o r e d  a n d  t h e  e r r o r  d e t e c t i n g  a n d  e r r o r  
c o r r e c t i n g  p r o c e s s e s .  P e t e r s o n  [ 1 2 ]  h a s  s h o w n  t h a t  m o d u l a r  a r i t h m e t i c  
i s  t h e  o n l y  w a y  o f  s e p a r a t e l y  c h e c k i n g  a d d i t i o n  w i t h  f e w e r  d i g i t s  t h a n  
a r e  u s e d  i n  t h e  a d d e r .  G a r n e r  [ 4 ]  e x t e n d e d  t h e  s a m e  r e s u l t  t o  i n c l u d e  
m u l t i p l i c a t i o n .  
S y s t e m a t i c  a n d  N o n - S y s t e m a t i c  C o d e s  
T h e  u s e  o f  t h e  w o r 4  s y s t e m a t i c  c o m e s  t o  a r i t h m e t i c  c o d i n g  t h e o r y  
f r o m  c o d e s  u s e d  i n  c o m m u n i c a t i o n .  U n f o r t u n a t e l y ,  i t  h a s  b e e n  u s e d  b y  
S z a b o  a n d ·  T a n a k a  [ 1 0 ]  a s  a  s y n o n y m  o f  s e p a r a t e ,  w h i c h  i s  n o t  c o r r e c t  
i f  w e  e x t e n d  i t s  m e a n i n g  f r o m  t h a t  a c c e p t e d  f o r  c o m m u n i c a t i o n  c o d e s .  
G a r n e r  [ 4 ]  c l e a r l y  h a s  p o i n t e d  o u t  t h a t  i n  s e p a r a t e  c o d e s  t h e r e  i s  n o  
i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  a r i t h m e t i c  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  p a r t  a n d  t h e  
r e d u n d a n t  c h e c k s ;  h e  a l s o  p o i n t s  o u t  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  h a v e  s o m e  
a r i t h m e t i c  i n t e r a c t i o n  f r o m  t h e  i n f o r m a t i o n  p a r t  t o  t h e  r e d u n d a n t  
c h e c k s  a n d  y e t  p r e s e r v e  i n t a c t  t h e  i n f o r m a t i o n  p o r t i o n .  I t  i s  f o r  t h e s e  
c o d e s ,  i n  w h i c h  t h e  i n f o r m a t i o n  b i t s  a l w a y s  r e m a i n  i n t a c t  a f t e r  c o d i n g ,  
t h a t  t h e  t e r m  s y s t e m a t i c  i s  r e s e r v e d .  
1 0  
D e f i n i t i o n  1 . 7  S y s t e m a t i c  C o d e :  
L e t  C a
1
, a
2
,  • • •  , a k )  b e  a  s e q u e n c e  o f  i n f o r m a t i o n  s y m b o l s  w h i c h  w h e n  
c o d e d ,  f o r m  a  c o d e  w o r d  ( b
1
, b
2
,  • . .  , b n )  f o r  n > k .  I f  w e  c a n  i d e n t i f y  e a c h  
s y m b o l  a .  i n  t h e  i n f o r m a t i o n  s e q u e n c e  w i t h  a  d i s t i n c t  b .  i n  t h e  c o d e  
i  J  
w o r d ,  a n d  t h e  c o r r e s p o n d e n c e  i - + j  i n  p o s i t i o n s  i s  f i x e d  f o r  a l l  c o d e  
w o r d s ,  t h e n  t h e  c o d e  w o r d s  f o r m  a  s y s t e m a t i c  c o d e .  A n d  c o n v e r s e l y ,  
a n y  c o d e  n o t  s a t i s f y i n g  D e f i n i t i o n  1 . 6  i s  t h e r e f o r e  n o n - s y s t e m a t i c .  
N o w  i t  c a n  b e  s t a t e d  t h a t  s y s t e m a t i c i t y  c a n n o t  e x i s t  i f  t h e r e  i s  
t h e  p o s s i b i l i t y  o f  c a r r i e s  f r o m  t h e  c h e c k  p o s i t i o n s  f l o w i n g  i n t o  t h e  
i n f o r m a t i o n  p o s i t i o n s .  T h i s  i s  a  v e r y  i m p o r t a n t  c o n s i d e r a t i o n  i n  d e s i g n  
o f  t h e  c o r r e c t i o n  c i r c u i t s  f o r  t y p i c a l  a d d e r s  a n d  c h e c k e r s .  
F r o m  t h i s  d e f i n i t i o n  a n d  V o n  N e u m a n ' s  [ 1 3 ]  w o r k  i t  c a n  b e  s h o w n  
t h a t  a l l  s e p a r a t e  c o d e s  a r e  t r i v i a l l y  s y s t e m a t i c .  W h a t  i s  m o r e  i n t e r -
·  e s t i n g  h o w e v e r ,  i s  t h e  f a c t  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  c l a s s  o f  n o n - s e p a r a t e  
c o d e s  w h i c h  a r e  s y s t e m a t i c ;  t h e s e  c o d e s  a r e  f o r m e d  b y  a  l e f t  c o n c a t e n a t i o n  
o f  t h e  c h e c k  s y m b o l s .  U n q e r  t h e  u s u a l  a s s u m p t i o n  t h a t  c a r r i e s  f l o w  t o  
t h e  l e f t ,  e x c e p t  p e r h a p s  o u t  o f  t h e  m o s t  s i g n i f i c a n t  b i t  p o s i t i o n ,  w e  
s e e  t h a t  t h e  c h e c k  s y m b o l s  m u s t  b e  t o  t h e  l e f t  o f  t h e  i n f o r m a t i o n  s y m b o l s  
t o  p r e s e r v e  s y s t e m a t i c i t y .  S y s t e m a t i c  c o d e s  a r e  p a r t i c u l a r l y  a t t r a c t i v e  
b e c a u s e  t h e  i n f o r m a t i o n  s y m b o l s  a r e  r e a d i l y  a v a i l a b l e  w i t h o u t  p r o c e s s i n g ,  
e x c e p t  w h e r e  e r r o r  c o r r e c t i o n s  a r e  t o  b e  m a d e  o n  t h e m .  
D i s t a n c e  a n d  E r r o r  C o r r e c t i o n  C a p a b i l i t i e s  
P e t e r s o n  [ 2 ]  r e m a r k e d  t h a t  t h e  a r i t h m e t i c  e r r o r  c o d e  m u s t  b e  a n  
i d e a l  i n  Z  ;  f u r t h e r m o r e ,  h e  s a y s  t h a t  i t  m u s t  b e  a  p r i n c i p a l  i d e a l  s i n c e  
m  
0  
Z  i s  a  r i n g  w h i c h  c o n t a i n s  o n l y  i d e a l s  g e n e r a t e d  b y  a  s i n g l e  e l e m e n t ,  
m  
0  
L e . ,  p r i n c i p a l  i d e a l s .  T h e  f o l l o w i n g  i s  f ° r o m  a n d  b y  P e t e r s o n  [ 2 ] :  
' - .  
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L E M M A  I :  Z  i s  a  p r i n c i p a l  i d e a l  r i n g  ( P . I . R . ) ,  i . e . ,  a  r i n g  i n  
m  
0  
w h i c h  a n y  p r o p e r  i d e a l  i s  g e n e r a t e d  b y  a  s i n g l e  e l e m e n t  o f  t h e  
r i n g .  
P R O O F :  A s s u m e  t h a t  t h e r e  i s  a  p r o p e r  i d e a l  i n  Z  ,  g e n e r a t e d  
m  
0  
b y  t w o  e l e m e n t s ,  s a y  p  a n d  q  o f  Z  •  
m  
I f  G C D ( p , q )  =  d ·  t h e n  t h e r e  
0  
w o u l d  e x i s t  . i n t e g e r s  m  a n d  n  s u c h  t h a t  
m p  +  n q  =  d  
a n d  w h e r e  m p  =  l£.+P~·. ·~ a n d  n q  =  \.~~~~ 
m  t i m e s  
n  t i m e s  
a n d  t h e n  d  w o u l d  b e  i n  t h e  i d e a l ;  b u t  t h i s  t h e n ,  w o u l d  b e  t h e  
i d e a l  g e n e r a t e d  b y  d ,  a  s i n g l e  e l e m e n t ,  . c o n t r a r y  t o  t h e  h y p o t h e s i s .  
I f  d  · =  1  t h e n  t h e  i d e a l  i s  n o t  p r o p e r .  W e  c o u l d  e a s i l y  e x t e n d  
t h e  a r g u m e n t  t o  a n y  f i n i t e  n u m b e r  o f  e l e m e n t s .  T h e r e f o r e ,  t h e  
o n l y  p r o p e r  i d e a l s  i n  Z  a r e  p r i n c i p a l  i d e a l s .  
m  
T h i s  r e l a t i o n s h i p  i s  v i s u a l i z e d  i n  A N  c o d e s  i n  w h i c h  A  i s  t h e  
g e n e r a t o r  o f  t h e  i d e a l  i n  t h e  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  m  •  T h i s  
0  
i m p l i e s  t h a t  A  d i v i d e s  m
0  
a n d  t h e n ,  g i v e n  a n y  t w o  w o r d s  A N
1  
a n d  
A N
2  
i n  t h e  c o d e  
I A N l  - A N 2 f  m  =  A N 3  
0  
i s  a l s o  i n  t h e  c o d e .  T h e  m i n i m u m  M B A D  ( M o d u l a r  B i n a r y  A r i t h m e t i c  
D i s t a n c e )  b e t w e e n  t w o  c o d e  w o r d s  i s  e q u a l  t o  t h e  m i n i m u m  M B A W  
o f  t h e  c o d e  w o r d  ~
3
• 
I f  a n  e r r o n e o . u s  r e s u l t ,  a s  i n  D e f i n i t i o n  B  . 1  ( s e e  A P P E N D I X  B ) ,  
o c c u r s  d u e  t o  o n e  o r  m o r e  f a i l u r e s ,  i t  c a n  b e  s a i d  t h a t  M B A W ( E )  =  t  
e r r o r s  h a v e  o c c u r r e d ,  o r  t h a t  E  i s  a  p a t t e r n  o f  t  e r r o r s .  I n  g e n e r a l  
i n  p a r a l l e l  a d d e r s ,  t h e  i n d e p e n d e n c e  o f  t h e  p a t h s  a l l o w s  f o r  t h e  
1 2  
c o r r e l a t i o n  o f  t h e  n u m b e r  o f  e r r o r s  s o  o b t a i n e d  w i t h  a t  l e a s t  t h e  s a m e  
n u m b e r  o f  f a i l u r e s  o f  e l e c t r o n i c  c o m p o n e n t s  i n  t h e  a d d e r ,  a s  s o f t w a r e  
e r r o r s .  
Ma~sey [ l ]  p r o v e d  t h a t  a n  A N  ( A r i t h m e t i c  P r o d u c t )  c o d e  c o u l d  
c o r r e c t  a l l  p a t t e r n s  E  o f  t o r  f e w e r  e r r o r s ,  i f  a n d  o n l y  i f ,  t h e  
m i n i m u m  w e i g h t  o f  a l l  c o d e  w o r d s  i s  e q u a l  t o  o r  l a r g e r  t h a n  t w o  t i m e s  
t h e  n u m b e r  o f  e r r o r s  p l u s  o n e ,  o r  ( 2 t  +  1 ) .  T h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n  i s  
b y  P e t e r s o n  a n d  R a k i n  [ 1 2 ]  w h o  d i d  s o m e  o f  t h e '  f i r s t  w o r k  i n  e r r o r  c o d e s .  
I f  A  i s  a  g e n e r a t o r  o f  a n  A N  c o d e  i n  b a s e  b  r e p r e s e n t a t i o n ,  t h e n  
~(A,d) i s  t h e  s m a l l e s t  n o n - n e g a t i v e  . i n t e g e r  w h o s e  p r o d u c t  w i t h  A  h a s  
.  .  
a  B A W  l e s s  t h a n  d .  A n d  i f  b  =  2  ( b i n a r y )  t h e  s u b s c r i p t  w i l l  b e  d r o p p e d ;  
t h e  i n t e g e r  i s  d e n o t e d  b y  M ( A , d ) .  N o w  B r o w n  [ 9 ]  a d d e d  t w o  t h e o r e m s  
a n d  a  t h i r d  t h e o r e m  w a s  p r o v e n  i n d e p e n d e n t l y  b y  H e n d e r s o n  [ 1 1 ]  a n d  
P e t e r s o n  [ 2 ]  w h i c h  w h e n  u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  b r i n g s  u s  t o  t h e  c o d e s  
b e i n g  u s e d  t o d a y  i n  t h e  m o r e  a d v a n c e d  c o r r e c t i o n  s c h e m e s .  T h e s e  t h e o r e m s  
b a s i c a l l y  s t a t e  t h a t :  1 )  a n y  p o s i t i v e  o d d  i n t e g e r  A  g e n e r a t e s  a  c o d e  
w h i c h  d e t e c t s  a l l  e r r o r  p a t t e r n s  f o r  l a r g e  v a l u e s  o f  i n f o r m a t i o n ,  
2 )  g i v e n  t h e  c o n d i t i o n s  o f  T h e o r e m  1  t h e n  M ( A , 3 )  i s  t h e  l e a s t  p o s i t i v e  
k  
i n t e g e r  w h i c h  r e s u l t s  f r o m  
2  
!  
1
.  f o r  s o m e  p o s i t i v e  i n t e g e r  k ,  3 )  i f  
A  >  1  i s  a n  o d d  p r i m e  a n d  i f  a l l  t h e  n o n - z e r o  e l e m e n t s  o f  t h e  f i e l d  
o f  i n t e g e r s  m o d u l o  A  m a y  b e  g e n e r a t e d  b y  2
1  
o r  b y  ( - 2 ) i  f o r  s u i t a b l e  
i n t e g e r  v a l u e s  o f  i .  
T h e  u s e  o f  s e p a r a t e  c o d e s  f o r  e r r o r  d e t e c t i o n  h a s  b e e n  k n o w n  f o r  
a  l o n g  t i m e .  T h e  p r o c e d u r e  o f  " c a s t i n g  o u t  n i n e s "  i s  a c t u a l l y  a n  e r r o r  
~~ 
d e t e c t i n g  r e s i d u e  c o d e  f o r  t h e  d e c i m a l  s y s t e m .  I t  i s  g e n e r a l l y  k n o w n  
t h a t  a n y  o d d  ~l w i l l  g i v e  a  s i n g l e  r e s i d u e  c o d e  c a p a b l e  o f  s i n g l e  e r r o r  
-1 3  
d e t e c t i o n  i n  t h e  ~rithmetic o f  a  b i n a r y  n u m b e r  s y s t e m .  I f  m
1  
i s  o f  t h e  
f o r m  2 x  - 1  t h e r e  a r e  s i m p l i f i c a t i o n s  i n  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  r e s i d u e s .  
T h e  c h o i c e  m
1  
=  3  i s  t h e  m o s t  p o p u l a r .  
T h e  e r r o r s  i n  s e p a r a t e  c o d e  a r i t h m e t i c  m a y  o r i g i n a t e  i n  e i t h e r  
t h e  a d d e r  o r  t h e  c h e c k e r .  T h e  u s e  o f  s i n g l e  r e s i d u e  c o d e s  m a k e s  e r r o r  
c o r r e c t i o n  i m p o s s i b l e  b e c a u s e  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  e r r o r  l o c a t i o n  
i s  n o t  p o s s i b l e .  T h e  f a u l t  m i g h t  b e  i n  t h e  c h e c k e r  b u t  w o u l d  e r r o n e o u s l y  
i n d i c a t e  a  f a u l t  i n  t h e  a d d e r .  H o w e v e r ,  R a o  [ 6 ] ,  d e v e l o p e d  a  m e a n s  o f  
,  s i n g l e  e r r o r  c o r r e c t i o n  u s i n g  b i - r e s i d u e  c o d e s  t h a t  w i l l  b e  i n t r o d u c e d  
i n  C h a p t e r  I I .  
I M P L E M E N T A T I O N  O F  S E P A R A T E  A N D  
N O N - S E P A R A T E  C O D E S  
T h e  s e l e c t i o n  o f  a  g o o d  a r i t h m e t i c ·  c o d e  m e a n s  o n e  w h i c h  c a n  
d e t e c t  a n d  c o r r e c t  t h e  e r r o r  p a t t e r n s  w h i c h  a r e  m o s t  l i k e l y  t o  o c c u r  
w i t h  a s  s i m p l e  a · d e t e c t i o n  a n d  c o r r e c t i o n  i m p l e m e n t a t i o n  a s  f e a s i b l e .  
I f  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  c o d e  r e q u i r e s  a n  e x c e s s i v e  a m o u n t  o f  
a d d i t i o n a l  h a r d w a r e ,  i t  i s  c o n c e i v a b l e  t h a t  t h e  o v e r a l l  r e l i a b i l i t y  o f  
t h e  c o d e d  s y s t e m  w i l l  b e  l o w e r  a n d  t h e  c o s t  h i g h e r  t h a n  t h a t  o f  t h e  
o r i g i n a l  n o n - r e d u n d a n t  s y s t e m .  
C o m p u t e r  A r c h i t e c t u r e  f o r  S e p a r a t e  a n d  N o n - S e p a r a t e  C o d e s  
T h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  A N  c o d e s  r e q u i r e s :  1 )  a n  e n c o d e r  w h i c h  f o r m s  
t h e  p r o d u c t  o f  t h e  c o n s t a n t  A  a n d  t h e  i n f o r m a t i o n  N ;  2 )  a n  a r i t h m e t i c  
u n i t  w h i c h  p e r f o r m s  t h e  a d d i t i o n  o f  t w o  e n c o d e d  w o r d s  A N
1  
a n d  A N
2
;  3 )  a  
d e c o d e r  w h i c h  g i v e n  t h e  r e s u l t  A ( N
1  
+  N
2
)  +  E  f i n d s  I A C N
1  
+  N
2
) + E l A  
a n d  i m p l e m e n t s  a  c o r r e c t i o n  i f  I E I A  i s  n o n - z e r o  a n d  i s  a  c o r r e c t a b l e  
I  
~ 
l  
1 4  
e r r o r ,  o r  p e r h a p s  s e t s  s o m e  e r r o r  p r o c e d u r e  f o r  h a v i n g  d e t e c t e d  t h e  
e r r o r ,  T h i s  p r o c e d u r e  i s  s h o w n  i n  b l o c k  f o r m  i n  F i g u r e  1 .  
I N P U T  ~ E N C O D E R  I  " " 1 4  A R I T H M E T I C  ~ D E C O D E R  t  J I * "  O U T P U T  
F i g u r e  1 .  I m p l e m e n t a t i o n  o f  A N  c o d e s  
T h e  s y s t e m  o f  F i g u r e  1  m a y  b e  c a p a b l e  o f  c o n t r o l l i n g  b o t h  t r a n s i e n t  
a n d  p e r m a n e n t  f a u l t s  i n  a  c o m p u t e r  s y s t e m ,  b u t  t h e  s l o w e r  s p e e d  a n d  t h e  
a d d e d  c o s t  o v e r  t h e  o r i g i n a l  s y s t e m  i s  n o t  a n  e q u i t a b l e  t r a d e - o f f  i n  
v i e w  o f  t h e  l i m i t e d  e r r o r  c o r r e c t i o n  p r o v i d e d .  T h e  r e l a t i v e l y  s m a l l  
r a n g e  o f  v a l u e s  a l l o w e d  f o r  N  e s p e c i a l l y  w o u l d  m a k e  t h e  c o s t  a n d  t i m e  
f a c t o r s  w h e n  c o n s i d e r i n g  t h e  w o r d  s i z e  o f  t o d a y s '  l a r g e  c o m p u t e r  s y s t e m s .  
S e v e r a l  p r e v i o u s  r e s e a r c h e r s  h a v e  s u g g e s t e d  u t i l i z i n g  t h e  a r i t h m e t i c  
u n i t  t o  e n c o d e  a n d  d e c o d e .  T h i s  a p p r o a c h  s u f f e r s  f r o m  t w o  m a j o r  d r a w - ·  
b a c k s :  1 )  i t  s t i l l  w i l l  s h o w  t r a n s i e n t  f a i l u r e s  b u t  d o e s  n o t  r e t a i n  
t h e  a b i l i t y  t o  a c c u r a t e l y  h a n d l e  p e r m a n e n t  f a i l u r e s ,  a n d  2 )  i t  s l o w s  
d o w n  t h e  s y s t e m  o p e r a t i o n  f u r t h e r .  T h e  d r a w b a c k s  o f  n o n - s e p a r a t e  c o d e s  
f a r  o u t w e i g h  t h e  a d v a n t a g e s .  
A  s e c o n d  p o s s i b i l i t y  f o r  e r r o r  c o n t r o l  u s i n g  a  m u l t i - r e s i d u e  c o d e  
i s  s h o w n  i n  F i g u r e  2 .  
C H E C K E R  
1  
I N P U T  B U S  
D E C O D E R  
O U T P U T  B U S  
C H E C K E R  1 ' 1 1 1 1 1  
1  
k  
A R I T H M E T I C  
U N I T  
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F i g u r e  2 .  I m p l e m e n t a t i o n  o f  m u l t i - r e s i d u e  c o d e s  
H e r e ,  a d d i t i o n  i s  a l s o  s l o w e d  s i n c e  w e  m u s t  w a i t  f o r  t h e  r e s u l t  t o  b e  
· f o r m e d  a n d  t h e n  d e c i d e  a n d  s e l e c t  a  c o r r e c t i o n  i f  n e e d e d .  T h e  a r i t h m e t i c  
. .  u n i t  o r  a d d e r  a s  i t  i s  c a l l e d  i n  t h e  u s e  o f  m u l t i - r e s i d u e  c o d e s ,  t h o u g h  
i t  m a y  h a v e  o t h e r  a r i t h m e t i c  f u n c t i o n s ,  c o n t a i n s  t h e  m  c o m p o n e n t  o f  t h e  
.  0  
c o d e d  w o r d .  T h e  o t h e r  k  u n i t s  w h i c h  p e r f o r m  a r i t h m e t i c  m o d u l o  m .  f o r  
1  
i  =  1 , 2 ,  • • •  , k  ar~ c a l l e d  t h e  m o d u l o  m .  c h e c k e r s  o r  c h e c k e r s  f o r  t h e i r  
- - - 1  
- r e s p e c t i v e  v a l u e  o f  i .  S t i l l  t h i s  c o d e  a n d  h a r d w a r e  d o e s  n o t ,  u n d e r  t e s t ,  
g i v e  u s  t h e  b e s t  v a l u e s  p o s s i b l e .  
T h e  f i n a l  c a s e  f o r  n o n - s e p a r a t e  c o d e s  i s  h e l p e d  b y  G a r n e r ' s  [ 4 ]  
i n v e s t i g a t i o n  o f  a  m e t h o d  o f  f o r m i n g  t h e  r e s i d u e  o f  t h e  s u m  b y  s t a r t i n g  
w i t h  t h e  l e a s t  s i g n i f i c a n t  b i t s ,  a t  a  s p e e d  v e r y  c l o s e  t o  t h e  v e l o c i t y  
o f  c a r r y  p r o p a g a t i o n .  F o r  p r e s e l e c t e d  m o d u l i  t h i s  s c h e m e  c o u l d  i m p r o v e  
t h e  c o r r e c t i o n  t i m e  f o r  t h e  n o n - s e p a r a t e  c o n f i g u r a t i o n .  T h i s  a p p r o a c h  
a n d  a  f a s t  t a b l e - l o o k - u p  p r o c e d u r e  f o r  t h e  c o r r e c t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  
e a c h  s y n d r o m e  c o u l d  r e d u c e  e v e n  f u r t h e r  t h e  l o s s  o f  p r o c e s s i n g  t i m e  f o r  
c o r r e c t i o n .  
I t  s h o u l d  b e  pointe~ o u t  t h a t  t h e · n o n - s e p a r a t e  s y s t e m a t i c  c o d e s  
a r e ,  i n  f a c t ,  p a r t i a l l y  m o d u l a r ,  s i n c e  t h e r e  i s  o n l y  o n e - d i r e c t i o n a l  
i n t e r a c t i o n ,  f r o m  t h e  i n f o r m a t i o n  b i t s  t o  t h e  c h e c k  b i t s .  T h e  F i g u r e  
3  b l o c k  d i a g r a m  s h o w s  o n e  p o s s i b l e  d e s i g n  f o r  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  
t h e s e  " h y b r i d "  c o d e s .  
I N P U T  B U S  
, - - - · - -
1  · '  
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
- - - ,  
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F i g u r e  3 .  I m p l e m e n t a t i o n  o f  n o n - s e p a r a t e  s y s t e m a t i c  c o d e s  
1 6  
T h e  s e p a r a t e  c o d e s  a s  c o m p a r e d  t o  t h e  n o n - s e p a r a t e  A N  c o d e s  h a v e  s e v e r a l  
a d v a n t a g e s .  R a o  [ 6 ] , [ 1 4 ]  i n  h i s  a r t i c l e s  o n  c o m p u t e r  p r o c e s s o r s  a n d  b i -
r e s i d u e  c o d e s  p o i n t e d  o u t  t h e s e  f o u r :  1 )  t h e  a r i t h m e t i c  u n i t  a n d  t h e  
c h e c k e r s  o p e r a t e  i n d e p e n d e n t l y  i n  t h e  s e n s e  t h a t  f a u l t s  i n  a n y  o n e  u n i t  
"~- w i l l  · n o t  n o r m a l l y  c o n t a m i n a t e  t h e  o t h e r s ;  2 )  e r r o r  c o n t r o l  o f  b o t h  
t r a n s i e n t  a n d  p e r m a n e n t  f a u l t s  i s  p o s s i b l e ;  3 )  t h e  r a n g e  o f  v a l u e s  o f  
t h e  i n f o r m a t i o n  N  u n d e r  e r r o r  c o n t r o l  i s  n o w  0  ~ N  <  A M  m u c h  l a r g e r  t h a n  
0  ~ N  <  M  f o r  n o n s e p a r a t e  c o d e s ;  a n d  4 )  i m p l e m e n t a t i o n  i s  r e l a t i v e l y  e a s y ,  
e s p e c i a l l y  s o  i f  t h e  a r i t h m e t i c  u n i t  u s e s  o n e ' s  c o m p l e m e n t  s y s t e m  ( i . e . ,  
m  =  2 n - l ) ,  a n d  t h e  m o d u l i  m .  o f  t h e  c h e c k e r s  a r e  o f  t h e  t y p e  2 x - 1  s u c h  
0  .  1  
t h a t  x  d i v i d e s  n  e x a c t l y .  
O n e  d i s t i n c t  a d v a n t a g e  o f  s e p a r a t e  c o d e s  i s  t h a t  i n  g e n e r a l  t h e  
1 7  
t h e o r y  r e l a t i n g  t µ e i r  d i s t a n c e  p r o p e r t i e s  a n d  e r r o r  c o r r e c t i n g  c a p a b i l i t i e s  
h a s  b e e n  w e l l  d e v e l o p e d .  T h i s  a l o n g  w i t h  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  a d v a n t a g e s  
a n d  l o w e r  t i m e  r e q u i r e m e n t s  i n  t e r m s  o f  C P U  t i m e  m a k e  t h e m  a n  i d e a l  
c h o i c e  f o r  c o r r e c t i n g  c o d e s .  
C H A P T E R  I I  
C Y C L I C  C O D E S  
I n · t h i s  C h a p t e r  a  c l a s s  o f  c o d e s  c a l l e d  c y c l i c  a r e  d e f i n e d  a n d  
s t u d i e d .  T h e  s p e c i a l  a d v a n t a g e s  a r e  n o t e d  a n d  d i s c u s s e d ;  t h e  p r i m a r y  
i m p o r t a n c e  b e i n g  t h a t  t h i s  c l a s s  o f  c o d e s  i s  c a p a b l e  o f  m u l t i p l e  e r r o r  
c o r r e c t i o n .  T h e  r e s u l t s  o f  t h e  e r r o r  c o r r e c t i n g  c a p a b i l i t i e s  o f  t h e s e  
c y c l i c  c o d e s  i s  i m p o r t a n t  b e c a u s e  m o r e  p r a c t i c a l ,  s e p a r a t e  c o d e s  h a v e  
b e e n  c o n s t r u c t e d  w i t h  p r o p e r t i e s  w h i c h  a r e  a n a l o g o u s  t o  t h e m .  A n d  
f i n a l l y  a  d i s c u s s i o n  a b o u t  t h e  t h e o r y  o f  c o d e s  c a p a b l e  o f  m u l t i p l e .  
e r r o r  corr~ctions ( l a r g e  d i s t a n c e  c o d e s )  c o m p l e t e s . t h e  C h a p t e r .  
D E F I N I T I O N  O F  C Y C L I C  C O D E S  
T h e  c o n s i d e r a t i o n  h e r e  i s  t h e  f i n i t e  A N  c o d e s  u s e f u l  f o r  b i n a r y  
a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n s .  I f  . t h e  a r i t h m e t i c  · r e g i s t e r s  a r e  o f  t h e  s i z e  n  
b i t s  ( o r  o f  n  g a t e s ) ,  t h e n .  e a c h  A N  c o d e  w o r d  i s  r e p r e s e n t e d  ~s a  b i n a r y  
n - t u p l e  a n d  N  w i l l  h a v e  a  r a n g e  0  ~ N ·  <  M  w h e r e  A M <  2 n .  T h e n  t h e  c o d e  
i s  s a i d  t o  b e  o f  l e n g t h  n .  A  c y c l i c  A N  c~de c a n  n o w  b e  d e f i n e d  a s  
f o l l o w s :  
D e f i n i t i o n  2 . 1  A n  A N  c o d e  o f  l e n g t h  n  i s  s a i d  t o  b e  c y c l i c  i f  a n d  o n l y  
i f  f o r  a n y  c o d e  w o r d  X  =  [ X
0
, X
1
,  • • •  , X n - l ] ,  t h e  w o r d  Y  =  [ X
1
, x
2
,  • • •  , X n - l '  
X  ]  o b t a i n e d  b y  r o t a t i n g  t h e  b i t s  o f  X  t o  t h e  l e f t  o n c e ,  i s  a l s o  a  c o d e  
0  
w o r d .  
T h i s  d e f i n i t i o n  a n d  t h e  t h e o r e m  t h a t  f o l l o w s  a r e  q u i t e  a n a l o g o u s  
t o  t h e  c y c l i c . c o d e s  f o r  c o m m u n i c a t i o n  t h e o r y ,  f o r  e x a m p l e s  s e e  P e t e r s o n  [ 2 ] ,  
1 9  
p a g e  1 3 7 .  P e t e r s o n  [ 2 ]  a l s o  p u t s  f o r t h  t h i s  t h e o r e m  w i t h  t h e  p a r t i a l  
o b j e c t i v e  o f  b r i d g i n g  t h e  " a l g e b r a i c  f o u n d a t i o n s "  o f  t h e  a r i t h m e t i c  
c o d e s  a n d  t h e  c o m m u n i c a t i o n  c o d e s .  F o r  t h i s  r e a s o n ,  a n d  t h e  c o n v e n i e n c e  
i n  a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n s ,  h e  u s e d  t h i s  r e s t r i c t i v e  d e f i n i t i o n  r a t h e r  
t h a n  t o  d e f i n e  a l l  f i n i t e  A N  c o d e s  t h a t  a r e  c l o s e d  u n d e r  a d d i t i o n  ( w h i c h  
f o r m  a  c y c l i c  s u b g r o u p  i n  t h e  a d d i t i v e  g r o u p  o f  i n t e g e r s  m o d  A M )  a s  
c y c l i c .  
T h e  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  a  c o d e  t o  b e  c y c l i c  
a r e  g i v e n  i n  t h i s  t h e o r e m .  
T h e o r e m  2 . 1  
A n  A N  c o d e  o f  l e n g t h  n  i s  c y c l i c  i f  a n d  o n l y  i f  A  g e n e r a t e s  
a n  i d e a l  i n  R ,  t h e  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  2 n - l .  
P r o o f :  L e t  t h e  A N  c o d e  b y  c y c l i c .  T h a t  i s ,  i f  t h e  w o r d  X  =  [ X
0
, X i , · · · ,  
2 n - 1  .  
X  
1
]  = A K  f o r  s o m e  K ,  0  ~ K  <~A~, t h e n  Y  =  [ Y
1
, Y
2
,  • • •  , Y  
1
, Y ]  i s  
n - ·  n - o ·  
a l s o  a  c o d e · w o r d  a n d  h e n c e  a  m u l t i p l e  o f  A .  
L e t  
t h e n  
n - 1  
y  =  
L  
i = o  
n - 1  
x  
L  
i = o  
i  
x  2  = A K  
i  
=  0  
t  . i f  x n - 1  
i + l  +  x  =  - 1  
x i 2  n - 1  A f <  - ( 2 n - l ) i f  x n - 1  -
S i n c e  Y  i s  a  c o d e  w o r d  f o r  e i t h e r  c a s e ,  a n d  t h i s  c a n  b e  t r u e  o n l y  i f  A  
d i v i d e s  2 n - 1 ,  t h e n ,  i t  f o l l o w s  f r o m  e l e m e n t a r y  t h e o r y  o f  r i n g s ,  A  
g e n e r a t e s  a n  i d e a l  i n  R .  
C o n v e r s e l y ,  i f  A  g e n e r a t e s  a n  i d e a l  i n  R ,  t h e n  A  d i v i d e s  2 n - l .  
T h e n  f o r  a l l  X  =  A K ,  t h e  c y c l i c  s h i f t  t o  t h e  l e f t  o f  X  g i v e s  u s  a  Y  
-s u c h  t h a t  
y  =~AK 
~AK 
n  
- ( 2  - 1 )  
f o r  x  
1  
=  o  
n -
f o r  x  
1  
=  1  
n -
2 0  
I n  a n y  c a s e  A  d i v i d e s  Y  a n d  h e n c e  Y  i s  a  c o d e  w o r d ,  t h u s  p r o v i n g  t h a t  A N  
i s  c y c l i c .  
C y c l i c  c o d e s  l e n d  t h e m s e l v e s  v e r y  w e l l  t o  b o t h  r o t a t i o n  a n d  c o m -
p l e m e n t a t i o n  o p e r a t i o n s  a n d  a r e  o f t e n  i n v o l v e d  i n  t h o s e  a r i t h m e t i c  
o p e r a t i o n s .  F r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  . c y c l i c  c o d e s  i t  i s  c l e a r  t h a t  
r o t a t i o n  ( b o t h  l e f t  a n d  r i g h t )  i s  a  c l o s e d  o p e r a t i o n  w h e n  p e r f o r m e d  o n  
A N  c y c l i c  c o d e  w o r d s .  S i n c e  t h i s  o p e r a t i o n  m a y  b e  c o n s i d e r e d  a s  a .  
t r a n s m i s s i o n  o p e r a t i o n ,  t h e  n u m b e r  o f  e r r o r s  w h i c h  m a y  b e  d e t e c t e d ,  o r  
c o r r e c t e d  u n d e r  r o t a t i o n ,  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  m i n i m u m  H a m m i n g  W e i g h t  ( H W )  
o f  t h e  c o d e  w o r d s ,  w h i c h  i s  n o  s m a l l e r  t h a n  t h e  m i n i m u m  M o d u l a r  B i n a r y  
A r i t h m e t i c  W e i g h t  ( M B A W )  o f  t h e  c o d e  w o r d s .  C o m p l e m e n t a t i o n  o f  c y c l i c  
A N  c o d e s  i s  a l s o . c l o s e d  a n d  t h e r e f o r e  i t s  c o m p l e m e n t  i s  a l s o  a  c y c l i c  
c o d e  w o r d .  T h e  d e t e c t a b l e  a n d  c o r r e c t a b l e  e r r o r s  i n  c o m p l e m e n t a t i o n  a r e  
s p e c i f i e d  b y  t h e  m i n i m u m  H a m m i n g  W e i g h t .  
L A R G E  D I S T A N C E  C Y C L I C  C O D E S  
T h e  c o d e s  t h a t  h a v e  b e e n  d i s c u s s e d  s o  f a r  h a v e  b e e n  s i n g l e  e r r o r  
c o r r e c t i n g ,  i . e . ,  o f  d i s t a n c e  3 .  T h e  t e r m  " l a r g e  d i s t a n c e "  i s  n o t  
specifi~, s o  f o r  t h i s  r e m a i n i n g  d i s c u s s i o n  a  d i s t a n c e  o f  4  o r  g r e a t e r  
w i l l  b e  t e r m e d  l a r g e .  
M a n d e l b a u m - B a r r o w s  C o d e s  
M a n d e l b a u m  [ . 1 5 ] ,  a n d  i n d e p e n d e n t l y ,  B a r r o w s  · [ 1 6 ]  h a v e  a n a l y z e d  n o n -
2 1  
s e p a r a t e  c o d e s  w i t h  A  o f  t h e  f o r m  
( 2 . 2 )  
w h e r e  B i s  a  p r i m e  f o r  w h i c h  e ( B )  =  ( B - 1 ) .  U n d e r  t h e s e  c i r c u m s t a n c e s ,  
B a r r o w s  f o u n d  t h a t  
M ( A ,  ~ ;  
1
]  )  =  B  
( 2 .  3 )  
w h e r e  t h e  i n t e g e r  p a r t  o f  B  ;  
1  
,  d e n o t e d  b y  
f B  +  i 1  .  
t  3  j  '  1 8  
t h e  m i n i m u m  
w e i g h t  o f  a l l  t h e  c o d e  w o r d s  i n  t h e  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  m  =  2 B - l _ l .  
0  
S i n c e  t h e n  H o n g  [ 1 7 ]  a n d  C h a n g ,  w i t h  T s a u - W u  [ 1 8 ] ,  r e a c h e d  t h e  s a m e  g o a l ·  
f r o m  a  d i f f e r e n t  a p p r o a c h .  
T h e s e  c o d e s  a r e  c y c l i c  s i n c e  t h e y  s a t i s f y  t h e  c o n d i t i o n  o f  
T h e o r e m  2 . 1 .  S o m e  e x a m p l e s  o f  t h e s e  c o d e s  a r e  s h o w n  i n  T A B L E  I :  g i v i n g ,  
t h e  g e n e r a t i o n  A ,  i n  s m a l l e s t  p r i m e  f a c t o r s ;  t h e  p r i m e  B ;  a n d  d  m i n ,  
h  
.  .  d  .  .  h  .  f  .  d  1  2 b - l  1  
t  e  ~inimum i s t a n c e  i n  t  e  r i n g  o  i n t e g e r s  m o  u  o  - •  
T A B L E  I  
M A N D E L B A U M - B A R R O W S  L A R G E  D I S T A N C E  C O D E S  
A  
( 3 )  ( 3 1 )  
( 3 ) ( 3 ) ( 5 )  ( 7 )  
'  ( 3 )  ( 3 )  ( 7 )  ( 7 3 )  
( 3 ) ( 5 ) ( 4 3 ) ( 1 1 3 ) ( 1 2 7 )  
B  
1 1  
1 3  
1 9  
2 9  
d m i n  
4  
4  
6  
1 0  
T h e  r a n g e  f o r  t h e s e  A N  c o d e s  i s  e x a c t l y  0  <  N  <  B  w h i l e  t h e y  o f  f e r  
c o r r e c t i o n  o f  ~ ;  
1
j  e r r o r s  i s  ( B - 1 )  b i t s .  H o w e v e r ,  t h e r e  i s  a  d r a w -
o a c k  o n  t h i s  t y p e  o f  c o r r e c t i o n  c o d e ,  t h e  u s u a l  n u m b e r  o f  i n f o r m a t i o n  
b i t s  u s e d  i n  g e n e r a l  p u r p o s e  c o m p u t e r s  i s  3 0  t o  4 0  b i t s  a n d  t h e r e f o r e  
t h e  a m o u n t  o f  · r e d u n d a n c y  r e q u i r e d  i s  p r o h i b i t i v e .  T h e  n u m b e r  o f  r e d u n -
2 2  
d a n t  b i t s  i s  g i v e n  a p p r o x i m a t e l y  b y  R a o  [ 1 9 ]  a s  
l o g  A  =  B  - 1  - l o g  B  
2  2  
( 2 . 4 )  
I t  i s  n o w  s h o w n  c l e a r l y  t h a t  d e s p i t e  t h e i r  l a r g e  d i s t a n c e  p r o p e r t i e s  
t h e s e  n o n - s e p a r a t e  c o d e s  a r e  i m p r a c t i c a l  b e c a u s e  o f  t h e i r  l i m i t e d  r a n g e  
a n d  h i g h  l e v e l  o f  r e q u i r e d  r e d u n d a n c y .  
G E N E R A L I Z E D  L A R G E  D I S T A N C E  C O D E S  
G e n e r a l i z e d  l a r g e  d i s t a n c e  c o d e s . c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  
M  
0  
m  
n  
=  ( 2  - 1 )  =  1 f  
i = l  
p . a . .  
1  1  
( 2 .  5 )  
F o r  a  g i v e n  n  l e t  t h e  p r i m e  f a c t o r i z a t i o n  o f  2 n - l  b e  a s  s h o w n  a b o v e  i n  
( 2 .  5 ) .  
T h e  n u m b e r  o f  p r o p e r  i d e a l s  i n  t h e  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  m  
0  
i s  e q u a l  t o ·  t h e  n u m b e r  o f  p r o p e r  d i v i s o r s  o f  m  •  A l l  o f  t h e s e  i d e a l s  a r e  
0  
c y c l i c  c o d e s .  I f  B  i s  o n e  o f  t h e s e  d i v i s o r s ,  o f  m  =  2 n - l  a n d  i f  i t s  
0  
o r d e r  o f  2  i s  a  p r o p e r  d i v i s o r  o f  n ,  w e  w i l l  f i n d  t h a t  t h e  c o d e  o b t a i n e d  
i s  a  r e p e t i t i o n  o f  e C B ) .  t i m e s  t h e  b a s i c  b i n a r y  p a t t e r n s  o f  a  c o d e  o f  
8  
l e n g t h  e ( B ) .  F o r  e x a m p l e :  l e t  m  =  2  - 1 = 3 x 5 x 1 7  a n d  B  =  5 .  T h e n  
0  8  
.  2  - 1  
e ( B )  =  B-~ =  4  a n d  t h e  g e n e r a t o r  i f  A  =  ~
5
~ =  5 1 .  T h e r e f o r e  t h e  c o d e ·  
w o r d s  a r e  ( 0 , 5 1 , 1 0 2 , 1 5 3 , 2 0 4 ) .  T h e  n o n - z e r o  c o d e  w o r d s  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  
b i n a r y  e x p a n s i o n s  
0 0 1 1 0 0 1 1  
0 1 1 0 0 1 1 0  
1 0 0 1 1 0 0 1  
1 1 0 0 1 1 0 0  
i n  w h i c h  e a c h  w o r d  r e p e a t s  t h e  p a t t e r n  i n  g r o u p s  o f  f o u r  b i t s .  T h i s  i s  
v~ry i m p o r t a n t  b e c a u s e  c o d e s  w i t h  r e p e a t i n g  p a t t e r n s  a r e  t r i v i a l  i n  t h e  
s e n s e  t h a t  t h e  i n c r e a s e  i n  d i s t a n c e  i s  o b t a i n e d  b y  r e p l i c a t i o n .  T h i s  
g e n e r a l i z a t i o n  t h a t  B  i s  p r i m e  a l l o w s  u s  t o  c o n s i d e r  a  g e n e r a t o r  o f  t h e  
2 3  
f o r m  ( 2 . 2 )  w i t h  e ( B )  #  B - 1 ,  t h e n  w e  o b t a i n  c o d e s  w i t h  l e s s  r e d u n d a n c y  
t h a n  t h e  M a n d e l b a u m - B a r r o w s  c o d e s ,  w h i c h  t h e r e f o r e  a r e  m o r e  d e s i r a b l e  
c o d e s  i n  t h e  l i g h t  o f  c o s t  a n d  e q u i p m e n t .  
'  
j .  
- - -
C H A P T E R  I I I  
T H E  C O N S T R U C T I O N  O F  M U L T I - R E S I D U E  C O D E S  
I n  t h i s  C h a p t e r  t h e  f u n d a m e n t a l  r e s u l t s  w h i c h  a l l o w  t h e  c o n s t r u c -
t i o n  o f  m u l t i - r e s i d u e  c o d e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  A N  c o d e s  a r e  g i v e n  i n  s u c h  
a  w a y  t h a t  u n d e r  s o m e  n a t u r a l  r e s t r i c t i o n s  t h e i r  e r r o r  c o r r e c t i n g  c a p a -
b i l i t i e s  a r e  a l i k e .  A s  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  I ,  t h e  c o m p u t e r  o r g a n i z a t i o n s  
n e c e s s a r y  f o r  s e p a r a t e  a n d  n o n - s e p a r a t e  c o d e s  a r e  q u i t e  d i f f e r e n t .  
I t  i s ,  t h e r e f o r e ,  t o  b e  e x p e c t e d  t h a t  t h e  e r r o r - c o r r e c t i n g  ~apabilities 
o f  c o r r e s p o n d i n g  c o d e s  h a v e  t o  b e  c o n s i d e r e d  w i t h  r e g a r d  t o  t h e i r  .  
d i f f e r e n t  o r g a n i z a t i o n .  T h i s  i s  accomplish~d b y  e s t a b l i s h i n g  a  w o r k i n g  
h y p o t h e s i s  o n  t h e  f a i l u r e s  a n d  w h e r e  t h e y  o c c u r  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  
t h i s  C h a p t e r .  T h e  t w o  c a t e g o r i e s  o f  e r r o r s  a r e  a n a l y z e d  s e p a r a t e l y  
a n d  t h e n  c o m b i n e d  u n d e r  t h e  w o r k i n g  h y p o t h e s i s .  I n  c o n c l u s i o n ,  s o m e  
e x a m p l e s  a r e  g i v e n  a n d  t h e  a d v a n t a g e s  o f  t h e  s e p a r a t e  c o d e s  o b t a i n e d  
a r e  e n u m e r a t e d  u p o n .  
T H E  W O R K I N G  H Y P O T H E S I S  
I n  n o n - s e p a r a t e ,  n o n  s y s t e m a t i c  a r i t h m e t i c  c o d e s  i t  i s  i m p o s s i b l e  
t o  d i s t i n g u i s h  t h e  i n f o r m a t i o n  b i t s  f r o m  t h e  c h e c k  b i t s ,  a n d  t h e r e f o r e ,  
i t  i s  m e a n i n g l e s s  t o  c o n s i d e r  w h e t h e r  t h e  e r r o r  o c c u r s  i n  t h e  i n f o r m a t i o n  
b i t s  o r  i n  t h e  r e d u n d a n t  b i t s ,  
T h i s  i s  n o t  s o  i n  t h e  c a s e  o f  s y s t e m a t i c  c o d e s .  I n  t h e  c a s e  o f  
n o n - s e p a r a t e  s y s t e m a t i c  c o d e s  t h e  c a p a b i l i t i e s  o f  t h e  c o d e  a r e  n o t  a  
f u n c t i o n  o f  w h e t h e r  t h e  p o s s i b l e  e r r o r  i s  ~ocated i n  t h e  i n f o r m a t i o n  p a r t  
o r  i n  t h e  c h e c k  p a r t .  B u t ,  i n  s e p a r a t e  c o d e s ,  i t  i s  o f  f u n d a m e n t a l  
I  
I  
I  
I  
I  
i  
;  .  
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i m p o r t a n c e  w h e t h e . r  t h e  e r r o r  o c c u r s  i n  t h e  i n f o r m a t i o n  p a r t  o r  i n  t h e  
r e d u n d a n t  c h e c k e r s .  
A s  b e f o r e ,  t h e  c i r c u i t  h a n d l i n g  t h e  f i r s t  c o m p o n e n t  o f  t h e  m u l t i -
r e s i d u e  c o d e d  w o r d  w i l l  b e  c a l l e d  t h e  a d d e r ,  a l t h o u g h  i t  a l s o  c o u l d  h a v e  
o t h e r  a r i t h m e t i c  f u n c t i o n s .  
T h e  a d d e r  w i l l  p e r f o r m  m o d u l o  m  a r i t h m e t i c .  
0  
T h e  a r i t h m e t i c  o f  t h e  k  r e d u n d a n t  c o m p o n e n t s  o f  t h e  m u l t i - r e s i d u e  w o r d  
i s  m o d u l o  m~ a r i t h m e t i c ,  f o r  i  =  1 , 2 ,  • . •  , k .  T l i i s  a r i t h m e t i c  i s  c a r r i e d  
i  
o u t  i n  i n d e p e n d e n t  u n i t s  w h i c h  w e  w i l l  d e s i g n a t e  a s  t h e  c h e c k e r s .  
I n  t h e  a r i t h m e t i c  o f  s e p a r a t e  c o d e s  t h r e e  c a t e g o r i e s  o f  e r r o r s  c a n  
b e  d i s t i n g u i s h e d :  1 )  e r r o r s  i n  t h e  a d d e r  a n d  2 )  ~rrors i n  o n e  o r  m o r e  
o f  t h e  c h e c k e r s  a n d  3 )  e r r o r s  i n  b o t h  c a t e g o r i e s  o~e a n d  t w o  s i m u l t a n e o u s l y .  
T h e  f o l l o w i n g  h y p o t h e s i s  i s  v a l i d  f o r  t h e  n e x t  s e c t i o n  o f  t h i s  
d i s c u s s i o n :  e r r o r s  m a y  o c c u r  e i t h e r  i n  t h e  a d d e r  o r  i n  t h e  c h e c k e r s ,  
b u t  e r r o r s  i n  b o t h  c a t e g o r i e s  w i l l  n o t  o c c u r  s i m u l t a n e o u s l y .  
C O R R E S P O N D E N C E  B E T W E E N  S E P A R A T E  A N D  N O N - S E P A R A T E  C O D E S  
T h e  f i r s t  c o n s i d e r a t i o n  w i l l  b e  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  e r r o r s  
i n  t h e  a r i t h m e t i c  m o d u l o  A M  o f  n o n - s e p a r a t e  c o a e s  a n d  e r r o r s  o f  t h e  
f i r s t  c a t e g o r y  o f  s e p a r a t e  c o d e s  i n  w h i c h  m  =  A M  a n d  t h e  m .  a r e  p a i r w i s e  
k  0  i  
r e l a t i v e  p r i m e  f a c t o r s  o f  A =  T I  m i .  T h e  s e c o n d  c o n s i d e r a t i o n  w i l l  b e  
i - 1  
t h e  p o s s i b i l i t y  o f  d i s t i n g u i s h i n g  b e t w e e n  t h e  t w o  k i n d s  o f  e r r o r s  a n d  o f  
c o r r e c t i n g  e r r o r s  i n  t h e  s e c o n d  c a t e g o r y .  
E r r o r s  i n  t h e  A d d e r  
T h e r e  i s  a  c o m p l e t e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  e r r o r s  i n  a  n o n - s e p a r a t e  
A N  c o d e  a n d  e r r o r s  o f  c a t e g o r y  1  o f  a  m u l t i - r e s i d u e  c o d e  a s  s p e c i f i e d  
b y  P e t e r s o n  ( 1 2 ]  a s  f o l l o w s :  
2 6  
k  
L E M M A  3 . 1  
L e t  A . =  n  m . ,  w h e r e  t h e m  a r e  p a i r w i s e  r e l a t i v e l y  p r i m e  
i = l  l  
i n t e g e r s  • .  T h e n  g i v e n  a  n o n - s e p a r a t e  ( A N )  c o d e  c a p a b J e  o f  c o r r e c t i o n  a l l  
E  i n  U ( A M , d )  t h e r e  e x i s t s  a  s e p a r a t e  m u l t i - r e s i d u e  c o d e  [ x
1
, x
2
,  . . .  ,~] 
f o r  a  x  i n  t h e  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  m  =  A M  a n d  t h e m .  a s  g i v e n ,  w h i c h  
0  1  
h a s  a  d i s t i n c t  s y n d r o m e  c o r r e s p o n d i n g  t o  e a c h  E  i n  U ( M  , d )  w h i c h  m a y  
0  
o c c u r  i n  t h e  a d d e r .  C o n v e r s e l y  i f  · w e  a r e  g i v e n  a  m u l t i p l e  r e s i d u e  c o d e  
w i t h  d i s t i n c t  s y n d r o m e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  e a c h  E  i n  U ( m  , d )  i n  t h e  a d d e r ,  
0  
t h e n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  A N  c o d e  h a s  t h e  s a m e  e r r o r - c o r r e c t i n g  c a p a b i l i t i e s .  
P R O O F :  
L e t  s  =  I E I A  a n d  s '  =  1 . E ' r  A  b e  t h e  s y n d r o m e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  
a n y  E  a n d  E '  i n  U ( m  , d ) .  
0  
G i v e n  
w e  w i l l  h a v e  
I E I A  ~ l ' E ' I  A  
I E I  . #  I E ' I  
m i  m i  
f o r  s o m e  i ,  f o r  1  ~ i  ~ k ,  b e c a u s e  o t h e r w i s e  i f  
f  E l  m i  =  
I E ' I  m i  
( 3 . 1 )  
( 3  . •  2 )  
f o r  a l l  i  w h e r e  1  ~ i  ~ k ,  t h i s  w o u l d  i m p l y  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  
i n t e g e r ·  k  s u c h  t h a t  
( E  - E  '  )  =  K  ( m l  ' m 2  '  •  •  •  '~> 
( 3 . 3 )  
b u t  s i n c e  t h e  m .  a r e  p a i r w i s e  r e l a t i v e  p r i m e  t h e i r  l e a s t  c o m m o n  m u l t i p l e  
l  
e q u a l s  t h e i r  p r o d u c t  
k  
( M l , m 2 ,  . . .  ,~)=i:l m i =  A  
( 3 . 4 )  
a n d  f r o m  ( 3 . 3 )  
f  E  - E ' I  =  K A  
w~ich c o n t r a d i c t s  o u r  h y p o t h e s i s  ( 3 . 1 ) .  B u t  t h e n ,  s i n c e  ( 3 . 2 )  i s  t r u e ,  
w e  h a v e  t h e  s y n d r o m e s  
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( . I  E I  m
1  
,  .  •  •  ,  I  E  I  m i )  : f  (  I E  '  [  m
1  
,  •  •  •  ,  I  E  ' I  T I \ )  
( 3 . 5 )  
T h i s  p r o v e s  t h e  f i r s t  s e g m e n t  o f  t h e  L E M M A  3 . 1 ,  n o w  c o n v e r s e l y ,  l e t  ( 3 . 5 )  
h o l d ,  t h e n  ( 3 . 2 )  i s  t r u e  a n d  ( 3 . 1 )  w i l l  h o l d  s i n c e  o t h e r w i s e  ( 3 . 4 )  w o u l d  
b e  t r u e ,  w h i c h  w o u l d  i m p l y  ( 3 . 3 )  t r u e ,  w h i c h  m e a n s  t h a t  
C f E I  ,  . . .  , f E f  )  =  c f E ' f  ,  . . .  , f E ' I  )  
m l  ~ m l  ~ 
w h i c h  i s  c o n t r a r y  t o  t h e  h y p o t h e s i s  b u t  p r o v e s  t h e  s e c o n d  s e g m e n t  o f  
t h e  L E M M A  3 . 1 .  
E r r o r  I n  T h e  · c h e c k e r  
U n d e r  t h e  . h y p o t h e s i s  s t a t e d  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  c h a p t e r , · w e  
c a n  n o w  p r e d i c t  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  c h e c k e r s  w h i c h  m a y  b e  c o r r e c t e d  i f  
t h e y  f a i l .  A  f a i l u r e  i n  t h e  i t h  c h e c k e r  i s  a n y  m a l f u n c t i o n  w h i c h  m a k e s  
t h e . c o r r e s p o n d i n g  c o m p o n e n t · o f  t h e  s y n d r o m e  s i  ~ f  x  - x i l m . '  w h e r e  x i s  
1  
t h e  f i r s t  c o m p o n e n t  o f  t h e  r e s u l t  ( i n  t h e  a d d e r )  b e i n g  c h e c k e d  a n d  x .  
1  
i s  t h e  ( i  +  1 )  c o m p o n e n t  o f  t h e  s a m e  m u l t i - r e s i d u e  c o d e s  r e s u l t .  R a o  [ 1 5 ]  
s h o w s  h o w  a l l  p o s s i b l e  e r r o r s  c a n  b e  p r e d i c t e d .  
L E M M A  3·~ 2  
I f  s  o f  t h e  k  c h e c k e r s  i n v o l v e d  i n  t h e  a r i t h m e t i c  o f  a  m u l t i -
k  
r e s i d u e  c o d e  w i t h  m  =  
0  
~ . m .  ( t h e  m .  a r e  p a i r w i s e  
i = l  
1  
1 .  
r e l a t i v e  p r i m e )  c a n  
i n d e p e n d e n t l y  d e t e c t  a l l  e r r o r s  E  i n  U ( m  , d ) ,  t h e n  a l l  s i m u l t a n e o u s  
0  
m a l f u n c t i o n s  i n  ( s  - 1 )  o r  f e w e r  c h e c k e r s  a r e  d e t e c t a b l e .  
P R O O F :  
I f  a  c h e c k e r  m o d u l e  m .  c a n  d e t e c t  a l l  e r r o r s  E  i n  U ( m  , d )  t h e n  
1  0  
w e  a r e  a s s u r e d  t h a t  f o r  a l l  s u c h  E t h e  c o m p o n e n t s .  =  J E I  i s  n o n - z e r o .  
1 .  m .  
1  
N o w  w e  ~ave ( u n d e r  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  n o  e r r o r s  o f  b o t h  c a t e g o r i e s  w i l l  
o c c u r  s i m u l t a n e o u s l y )  a  c r i t e r i a  f o r  l o c a l i z i n g  t h e  e r r o r ;  s i n c e  a l l  
e r r o r s  E  i n  t h e  a d d e r  h a v e  a t  l e a s t  s  n o n - z e r o  c o m p o n e n t s  i n  t h e i r  
c o r r e s p o n d i n g  s y n d r o m e s ,  t h e n  a n y  e r r o r  w i t h  l e s s  t h a n  s  n o n - z e r o  c o m -
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p o n e n t s  i n  t h e i r  ~orresponding s y n d r o m e s ,  t h e n  a n y  e r r o r  w i t h  l e s s  t h a n  
s  n o n - z e r o  c o m p o n e n t s  m u s t  h a v e  b e e n  d u e  t o  m a l f u n c t i o n  o f  t h e  c o r r e s p o n -
d i n g  n u m b e r  o f  c h e c k e r s .  
E r r o r  I n  T h e  A d d e r  O r  C h e c k e r  
N o w  b y  s u n n n a r i z i n g  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r e v i o u s  L E M M A S  a n d  t h e i r  
p h i l o s o p h i e s  t h e  f o l l o w i n g  i s  p r e d i c t a b l e  f o r  e r r o r s  o c c u r r i n g  i n  t h e  
a d d e r  a n d  i n  t h e  c h e c k e r .  
T H E R O E M  3 . 1  
L e t  a l l  e r r o r s  E  i n  U ( A M , d )  b e  c o r r e c t a b l e  b y  a n  A N  c o d e  
k  
s u c h  t h a t  A  
1 T  
i = l  
m .  w h e r e  t h e  m .  a r e ·  p a i r w i s e  r e l a t i v e l y  p r i m e .  
l .  ] _  
T h e  
c o r r e s p o n d i n g  m u l t i - r e s i d u e  c o d e  w i t h  m  =  A M  a n d  t h e  m .  a s  s p e c i f i e s  
0  ] _  
f o r  1  ~ i  ~ k  i s  c a p a b l e  o f  c o r r e c t i n g  a l l  E  E  U ( A M , d )  i n  t h e  a d d e r ,  o r  
a l l  e r r o r s  i n  ( s - 1 )  o r  f e w e r  c h e c k e r s  i f  s  o f  t h e  c h e c k e r s  m a y  e a c h  
i n d e p e n d e n t l y  d e t e c t  a l l  E  i n  U ( m  , d ) ,  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  i f  
0  
e r r o r s  o c c u r  i n  t h e  a d d e r  t h e y  d o  n o t  o c c u r  i n  t h e  c h e c k e r s  a n d  v i c e -
v e r s a .  
P R O O F :  
L E M M A  3 . 1  g u a r a n t e e s  d i s t i n c t i v e n e s s  o f  t h e  s y n d r o m e s  o f  E  f o r  
t h e  m u l t i - r e s i d u e  c o d e ,  w h i c h  s u f f i c e s  f o r  t h e i r  c o r r e c t a b i l i t y .  
Unde~ t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  e r r o r s  o f  b o t h  c a t e g o r i e s  d o  n o t  o c c u r  s i m u l t a n -
e o u s l y ,  d e t e c t i o n  o f  e r r o r s  i n  t h e  c h e c k e r s  i s  g u a r a n t e e d  f o r  ( s - 1 )  o r  
f e w e r  c h e c k e r s  i n  e r r o r  b y  L E M M A  3 . 2 .  
A P P L I C A T I O N S  A N D  S O M E  E X A M P L E S  
F r o m  w h a t  C h a p t e r  I I  c o v e r e d  a b o u t  p r e d i c t i n g  t h e  e r r o r - c o r r e c t i n g  
p r o p e r t i e s  o f  c y c l i c  n o n - s e p a r a t e  c o d e s  a n d  T H E O R E M  3 . 1 ,  w e  c a n  p r e d i c t  
m o s t  o f  t h e  p r o p e r t i e s  o f  a  l a r g e  c l a s s  o f  s e p a r a t e  c o d e s ,  n a m e l y  t h o s e  
f o r m e d  w i t h  t h e  p a i r w i s e  r e l a t i v e l y  p r i m e  f a c t o r s  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
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g e n e r a t o r  A .  
B i - R e s i d u e  C o d e s  
F o r  s i n g l e  e r r o r  c o r r e c t i o n  t h e  h y p o t h e s i s  g i v e n  a t  t h e  b e g i n n i n g  
o f  t h i s  C h a p t e r  i s  a u t o m a t i c a l l y  f u l f i l l e d ;  a  s i n g l e  e r r o r  c a n n o t  a f f e c t  
t h e  a d d e r  a n d  t h e  c h e c k e r s  a t  t h e  s a m e  t i m e .  F o r  c o r r e c t i o n ,  h o w e v e r ,  
a  m i n i m u m  o f  t w o  c h e c k e r s  a r e  n e e d e d ;  b e c a u s e  w i t h  o n l y  o n e  c h e c k e r ,  a  
f a i l u r e  i n  i t  c o u l d  p r o d u c e  a  s y n d r o m e  c o r r e s p o n d i n g  t o  a n  e r r o r  i n  t h e  
a d d e r  w h i c h  h a s  n o t  a c t u a l l y  o c c u r r e d .  
T w o  ch~ckers, t h e r e f o r e ,  a r e  t h e  m o s t  e c o n o m i c a l  c o n f i g u r a t i o n  
i n  n u m b e r  o f  m o d u l e s  f o r  error-correction~ a n d  i t  i s  t h e n  r e a s o n a b i e  t o  
a s k  w h i c h  a r e  t h e  m o s t  d e s i r a b l e  m o d u l i  f o r  s i n g l e ' e r r o r  c o r r e c t i o n .  
R a o  [ 6 ]  h a s  i n v e s t i g a t e d  t h i s  p r o b l e m  a n d  h a s  f o u n d  t h a t  a  s i n g l e  e r r o r  
c o r r e c t i n g  b i - r e s i d u e  c o d e  m a y  b e  c o n s t r u c t e d  f o r  i n t e g e r s  i n  t h e  r i n g  
m  =  2 n - l  w i t h  m  =  2 a - l  a n d  m  
0  1  2  
=  2 b - 1  ( m
1  
a n d  m
2  
a r e  n o t  n e c e s s a r i l y  
p r i m e  i n t e g e r s  b u t  o n l y  p a i r w i s e  r e l a t i v e l y  p r i m e )  p r o v i d e d  n  i s  e q u a l  
t o  t h e  l e a s t  c o m m o n  m u l t i p l e  o f  a  a n d  b ,  i . e . ,  
N  =  < a ,  b j  ( 3  •  6 )  
.  T h e  m o s t  e f f i c i e n t  u s e  o f  t h e  r e d u n d a n t  i n f o r m a t i o n  i s  w h e n  G C D ( a , b )  
=  1 ,  a n d  t h e n  n  =  a · b .  T h e  c h o i c e  o f  m o d u l o  o f  t h i s  t y p e  g r e a t l y  s i m p l i -
f i e s  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  c o d e .  S i n c e  L E M M A  3 . 1  g u a r a n t e e s  a l s o  
t h e  s a m e  c o r r e c t i n g  c a p a b i l i t i e s  o f  a  n o n - s e p a r a t e  c o d e  c o r r e s p o n d i n g  
t o  a  s e p a r a t e  c o d e  a s  e x p l a i n e d ,  w e  c a n  a f f i r m  t h a t  A N  c o d e s  w i t h  A  =  
( 2 a - 1 ) • ( 2 b - l )  f o r  n  a s  i n  ( 3 . 6 )  h a v e  
M ( A , 3 )  =  2 n - 1  
A  
( 3 .  7 . )  
T h e s e  c o d e s , . h o w e v e r ,  a r e  n o t  o f  . g r e a t  p r a c t i c a l  i n t e r e s t  a s  s e p a r a t e  
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c o d e s  b e c a u s e  o f  t h e i r  l i m i t e d  r a n g e ,  b u t  t h e y  m a y  b e  e a s i l y  i m p l e m e n t e d  
a s  b i - r e s i d u e  c o d e s .  
F r o m  H e n d e r s o n  [ 1 1 ]  w e  k n o w  t h a t  g i v e n  a  c e r t a i n  A =  p
1
· p
2
,  w e  
c a n  f i n d  M ( A , 3 )  f r o m  e
1  
a n d  e
2
.  T h i s  p r e s e n t s  a n  i m m e d i a t e  w a y  o f  c o n -
s t r u c t i n g  s i n g l e  e r r o r  c o r r e c t i n g  b i - r e s i d u e  c o d e s .  G i v e n  t h a t  t h e  c o d e s  
p
1
n  a n d  p
2
n  a r e  b o t h  s i n g l e  e r r o r  d e t e c t i n g  ( a n d  t h i s  i s  t r u e  f o r  a n y  
o d d  p
1  
a n d  p
2
) ,  w e  c a n  a c t u a l l y  c o r r e c t  a  s i n g l e  e r r o r  E  i n  t h e  r a n g e  
0  <  E  <  AM~ A M ( A , d )  i n  t h e  a d d e r  o r  a n y  e r r o r ·  i n  o n e  o f  t h e  c h e c k e r s .  
W h e n  c o n s i d e r i n g  t h e  p r a c t i c a l  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e s e  s e p a r a t e  
c o d e s  i t  i s  a d v a n t a g e o u s  t o  h a v e  t h e  p r i m e  m o d u l i  o f  t h e  f o r m  2 x - l ,  
n  
a n d  a l s o  A M  =  2  - 1 .  F o r  e x a m p l e ,  l e t  
P l  =  7  
e  =  3  
1  
P
2  
=  3 1  
e 2  =  5  
d  =  ( 3 , 5 )  =  1  ( o d d )  
T h e n  t h e  l o w e s t  c o m m o n  m u l t i p l e  d e n o t e d ( , ' )  o f  L ( A )  a c c o r d i n g  
t o  H e n d e r s o n  [ 1 1 ]  i s  g o i n g  t o  b e  L ( A )  =  ( e
1
, e
2
) =  1 5 .  T h e n  
M  =  M ( A , 3 )  
2 n - 1  2 L ( A ) _ l  
- A - =  ( p l  · p 2 )  
3 2 7 6 8  - 1  
( 7 )  ( 3 1 )  
3 2 7 6 7  
2 1 7  
=  1 5 1  
T h i · s  c o d e  a s  a  b i - r e s i d u e  c o d e  o f  t h e  f o r m  [ N ,  I N l y '  t N l
3 1
]  w i l l  
c o r r e c t  a l l  s i n g l e  e r r o r s  = } 2 i J A  i n  t h e  a d d e r  f o r  0  ~ i  <  i s  a n d  f o r  
0  ~ N  <  3 2 7 6 7 ,  a n d  s i n c e  t h e  o n l y  r e q u i r e m e n t  f o r  s i n g l e  e r r o r  d e t e c t i o n  
i s  a n  o d d  m o d u l u s ,  w e  c a n  a l s o  c o r r e c t  a l l  e r r o r s  i n  a n y  o n e  o f  t h e  t w o  
c h e c k e r s .  
W h e n  p
1  
a n d  P z  a r e  n o t  i n  t h e  f o r m  o f  2 n - l  t h e  m a t t e r  o f  u s e  o r  
imple~entation i s  o p e n  t o  q u e s t i o n .  U s i n g  T h e o r e m  3 . 1 ,  h o w e v e r ,  w e  c a n  
d e t e r m i n e  t h e i r  e r r o r  d e t e c t i n g  a n d  c o r r e c t i n g  c a p a b i l i t i e s .  F o r  e x a m p l e ,  
3 1  
[ N , r N l
3
, ! N j
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J  i s  a l s o  a  b i - r e s i d u e  c o d e  c a p a b l e  o f  s i n g l e  e r r o r  
c o r r e c t i o n  i n  a  2 8  b i t  a d d e r  o r  c o r r e c t i o n  o f  a n y  p o s s i b l e  e r r o r  i n  o n e  
o f  t h e  t w o  c h e c k e r s .  N o t i c e  e
1
( 3 )  =  2 ,  e
2
( 2 9 )  =  2 8 ,  L ( A )  =  8 7 ,  a n d  
0  ~ N  ~ 2 6 8 , 4 3 5 , 4 5 5 .  
A n y  o f  t h e  M a n d e l b a u m - B a r r o w s  c o d e s ,  a s  t h o s e  g i v e n  i n  T a b l e  I ,  
o r  a n y  g e n e r a l i z e d  l a r g e  d i s t a n c e  c o d e s ,  m a y  b e  u s e d  t o  f o r m  l a r g e  
d i s t a n c e  b i - r e s i d u e  c o d e s  b y  s u i t a b l y  p a r t i t i o n i n g  t h e  g e n e r a t o r  A  
i n t o  t w o  r e l a t i v e l y  p r i m ' e  f a c t o r s .  
I t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t i c e  t h a t  f r o m  t h e s e  l a r g e  d i s t a n c e  n o n -
s e p a r a t e  c o d e s ,  f o r  w h i c h  t h e  r a n g e  w a s . s o  l i m i t e d ,  w e  c a n  n o w  c o n s t r u c t .  
s e p a r a t e  c o d e s  w i t h  a  r a n g e  m a n y  o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  g r e a t e r .  I n  t h e  
M a n d e l b a u m - B a r r o w s  c o d e s ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  r a n g e  i s  g i v e n  b y  t h e  p r i m e  B ;  
i t s  c o r r e s p o n d i n g  m u l t i - r e s i d u e  c o d e  h a s  a  r a n g e  o f  2 B - l _ l .  
W h e n  t h e  g e n e r a t o r  A  i s  a  c o m p o s i t e  n u m b e r  w i t h  m o r e  t h a n  t w o  
d i f f e r e n t  p r i m e  f a c t o r s ,  w e  h a v e  a  c e r t a i n  f l e x i b i l i t y  i n  t h e  w a y  w e  
m a y  p a r t i t i o n  t h e  f a c t o r s  t o  f o r m  t h e  r e l a t i v e l y  p r i m e  m o d u l i  m
1  
a n d  m
2
•  
T h e  c o n s i d e r a t i o n s  a r e  i m p o r t a n t  i n  m a k i n g  t h i s  c h o i c e :  1 )  s i m p l i c i t y  
o f  implem~ntation a n d  2 )  c a p a b i l i t y  o f  e r r o r - c o r r e c t i o n .  T h e  f o r m e r  
c o n s i d e r a t i o n  i s  a  p r o b l e m  p r e s e n t l y  o p e n  t o  q u e s t i o n ,  u n l e s s  t h e  
p o s s i b i l i t y  o f  m o d u l i  o f  t h e  t y p e  2 x - l  e x i s t s ,  i n  w h i c h  c a s e  t h i s  i s  t h e  
m o s t  d e s i r a b l e  o n e .  T h e  l a t t e r  c o n s i d e r a t i o n  i s  u o t  s i g n i f i c a n t  u n d e r  
o u r  p r e v a i l i n g  h y p o t h e s i s ,  b u t  w i l l  b e  t a k e n  u p  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  
O t h e r  M u l t i - R e s i d u e  C o d e s  
S i m i l a r l y ,  o t h e r  s e p a r a t e  c o d e s  m a y  b e  c o n s t r u c t e d  f r o m  n o n - s e p a r a t e  
c o d e s  w h e r e  A  h a s  m o r e  t h a n  2  d i s t i n l t  p r i m e  f a c t o r s ,  u s i n g  m o r e  t h a n  2  
c h e c k e r s ,  o n e  p e r  e a c h  p a i r w i s e  r e l a t i v e l y  p r i m e  f a c t o r .  U n d e r  t h e  
. . _ _  
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h y p o t h e s i s  o n  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  e r r o r s ,  t h i s  w o u l d  m e a n  p o s s i b l y  
g r e a t e r  c a p a c i t y  f o r  e r r o r - c o r r e c t i o n .  T h e  o p t i o n  o f  h o w  t o  g r o u p  t h e  
f a c t o r s  o f  A  r e m a i n s  o p e n  i f  A  h a s  m o r e  d i s t i n c t  p r i m e  f a c t o r s  t h a n  
t h e r e  a r e  c h e c k e r s  s i n c e  t h e  o n l y  r e q u i r e m e n t  i s  t h a t  t h e  m o d u l i  b e  
p a i r w i s e  r e l a t i v e  p r i m e .  T h e  o n l y  o t h e r  c o n s i d e r a t i o n  i s  a s  b e f o r e ,  
t h e  s i m p l i c i t y  o f  i m p l e m e n t a t i o n  .  
.  C H A P T E R  I V  
A R I T H M E T I C  E R R O R  C O R R E C T I O N S  
T h e  f a c t  o f  s i m u l t a n e o u s  f a i l u r e s  o f  a d d e r s  a n d  c h e c k e r s  w i l l  b e  
a d d r e s s e d  i n  t h i s  c h a p t e r .  A l s o ,  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  b i - r e s i d u e  c o d e s  
t o  c o r r e c t  e r r o r s  i n  a d d i t i o n  a n d  o t h e r  o p e r a t i o n s  r e l a t e d  t o  c o m p u t e r  
a r i t h m e t i c  w i l l  b e  c o n s i d e r e d .  W e  a r e  s e l f  r e s t r i c t e d ,  o f  c o u r s e ,  t o  
f a i l u r e s  w h i c h  p r o d u c e  e r r o r s  o f  t h e  t y p e  ~2i i n  t h e  r e s u l t  o f  t h e  
a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n .  S i n g l e  c o m p o n e n t  f a i l u r e s  o r i g i n a t e  e r r o r s  o f  t h i s  
t y p e  i n  t h e  a d d e r ,  i n  w h i c h  t h e  b i t s  o f  t h e  n u m b e r s  t o  b e  a d d e d  f l o w  i n  
i n d e p e n d e n t  p a r a l l e l  p a t h s .  T h i s  a l s o  i n c l u d e s  s i n g l e  f a i l u r e s  i n  t h e  
c a r r y  c i r c u i t r y .  O n c e  t h e  s i g n  a n d  m a g n i t u d e  a r e  k n o w n ,  t h e r e  a r e  s e v e r a l  
p o s s i b l e  s t r a t e g i e s  t o  c o r r e c t  t h e  r e s u l t s  i n  t h e  a c c u m u l a t o r .  T h i s  
c h a p t e r  a l s o  e v a l u a t e s  t h e  l o g i c a l  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e s e  d i f f e r e n t  
m e t h o d s  f o r  c o r r e c t i o n .  
S I M U L T A N E O U S  F A I L U R E  O F  A D D E R S  A N D  C H E C K E R S  
T h e  a s s u m p t i o n ,  m a d e  i n  C h a p t e r  I I I ,  t h a t  e r r o r s  o c c u r  i n  e i t h e r  
t h e  a d d e r  o r  c h e c k e r s ,  b u t  n o t  i n  b o t h  s i m u l t a n e o u s l y ,  i s  b a s e d  o n  t h e  
f a c t  t h a t  t h e  s i z e  o f  t h e  a d d e r  i s  c o m p a r a b l e  w i t h  t h e  s i z e  o f  a l l  t h e  
c h e c k e r s  t o g e t h e r ,  u p  t o  a r o u n d  t h r e e  o r  f o u r  w e l l  c h o s e n  m o d u l i .  B u t ,  
t h a t  a s s u m p t i o n  w a s  o n l y  f o r  t h e  s p e c i a l  c a s e s  o f  C h a p t e r  I I I  a n d ,  i f  
m u l t i p l e  e r r o r s  a r e  c o n s i d e r e d ,  t h e y  w o u l d  d i s t r i b u t e  t h e m s e l v e s  a m o n g  
t h e  a d d e r  a n d  t h e  c h e c k e r s  s i m u l t a n e o u s l y .  
T h e  c h e c k e r  i s  a s s u m e . d  t o  h a v e  t h e  s a m e  p r o b a b i l i t y  o f  f a i l i n g  
a s  t h e  a d d e r ,  e v e n  t h o u g h  i t  i s  m u c h  s m a l l e r .  T h i s  l e a d s  t o  a  n e w  c o n c e p t  
' - . _  
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o f  ( k  +  1 )  indepe~dent u r i i t s  w i t h  e q u a l  f a i l u r e  p r o b a b i l i t y .  U n d e r  t h i s  
a s s u m p t i o n  a  l i m i t  o n  t h e  n u m b e r  o f  c~eckers w h i c h  m a y  f a i l  a n d  b e  
c o r r e c t e d ,  w h i l e  s i m u l t a n e o u s l y  h a v i n g  e r r o r s  o f  a  c e r t a i n  c l a s s  i n  t h e  
a d d e r ,  c a n  b e  p r e c i s e l y  d e t e r m i n e d .  I f  H a m m i n g  [ 5 ]  d i d  h i s  w o r k  
c o r r e c t l y  t h e  n u m b e r  o f  c o r r e c t a b l e  e r r o r s  i s  g i v e n  b y  
F  =  k  - .  r ( t )  
2  
( 4  . 1 )  
w h e r e  t h e  r i g h t  p o r t i o n  o f  t h e  e x p r e s s i o n  i s  t h e  i n t e g e r  p a r t  o f  o n e -
h a l f  o f  t h e  m i n i m u m  H a m m i n g  W e i g h t  o f  t h e  s y n d r o m e s  a s s o c i a t e d  w i t h  a l l  
E E  U ( m  ,2t)~ N o w ,  i n  a  m u l t i - r e s i d u e  c o d e  w i t h  k  m o d u l i ,  t h e  m a x i m u m  
0  
n u m b e r  o f  c o r r e c t a b l e  c h e c k e r s  i s  [~]. T h i s  o c c u r s  w h e n  r ( t )  =  O , ·  
w h i c h  o c c u r s  w h e n  t h e  o n l y  e r r o r  i s  f o u n d  t o  b e  i n  t h e  c h e c k e r  s e c t i o n  
o f  t h e  c o r r e c t i o n  s c h e m e .  
C O R R E C T I O N S  O F  S I N G L E  E R R O R S  
I n t r o d u c t i o n  
T h e  b a s i c  s y s t e m  t o  b e  c h e c k e d  a n d  c o r r e c t e d  f o r  s i n g l e  c o m p o n e n t  
f a i l u r e s  i s  s h o v m  i n  F i g u r e  4  i n  b l o c k  d i a g r a m  f o r m a t .  T h e  t r a n s f e r  
f r o m . m e m o r y  i s  d o n e  i n  p a r a l l e l  t h r o u g h  t h e  m e m o r y  b u f f e r  r e g i s t e r  ( M B R )  
t o  t h e  a c c u m u l a t o r  r e g i s t e r  d e s i g n a t e d  a s  A C C U M .  T h e  a c c u m u l a t o r  d o e s  
t h e  a d d i t i o n  b y  m e a n s  o f  t h e  s p e c i a l  h a r d w a r e  c o n n e c t i o n  a n d  d e c o d i n g  o f  
t h e  A D D  i n s t r u c t i o n ,  . b u t  o n  t h e  f i g u r e  i t  h a s  b e e n  d e p i c t e d  a s  a  s e p a r a t e  
b l o c k ;  t h e  r e s u l t s  a r e  s t o r e d  i n  t h e  A C C U M  a f t e r  t h e  a d d i t i o n  i s  c o m p l e t e .  
M B R  
A C  C U M  
S o l u t i o n  
m  
n  
r  
n  
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F i g u r e  4 .  B a s i c  s y s t e m  
T h e  s y s t e m  s u g g e s t e d  f o r  t h e  c o r r e c t i o n  o f  e r r o r s  d u e  t o  s i n g l e  
c o m p o n e n t  f a i l u r e s  i n  t h e  a d d e r  a n d  i n  t h e  a c c u m u l a t o r  i s  s h o w n  i n  
F i g u r e  5 .  A n  i n t e g e r  N  i s  r e p r e s e n t e d ·  i n  a  b i - r e s i d u e  c o d e  a s  a  t r i p l e  
[ N , I  N { A , I N I B J  w h e r e  [ N f A  a n d  f N I B  a r e  t h e  r e s i d u e s  m o d u l o  A  a n d  B  
r e s p e c t i v e l y  a n d  A  a n d  B  a r e  r e l a t i v e l y  p r i m e  i n t e g e r s .  W e  u s e  t h e  
p r o p e r t y  t h a t  t h e  r e s i d u e  o f  t h e  s u m  a n d  p r o d u c t  o f  t w o  w o r d s  i s  e q u a l  
t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s u m  a n d  p r o d u c t  o f  t h e  r e s i d u e s  o f  t w o  w o r d s  i n  
t h e  g i v e n  r e s i d u e  s y s t e m .  W h e n  t h i s  e q u a l i t y  i s  n o t  m a i n t a i n e d ,  t h e  
d i f f e r e n c e  ( c a l l e d  t h e  s y n d r o m e  o f  t h e  s e p a r a t e  c o d e  a s  g i v e n  i n  
A p p e n d i x  C )  i s  u s e d  t o  p o i n t  t o  a  s i n g l e  c o m p o n e n t  f a i l u r e  i n  e i t h e r  
t h e  a r i t h m e t i c  c i r c u i t r y  o r  t h e  r e s i d u e  c h e c k i n g  c i r c u i t r y  ( c a l l e d  t h e  
c h e c k e r s ,  o n e  p e r  r e s i d u e ) .  S i n g l e  c o m p o n e n t  f a i l u r e s  i n  t h e  a r i t h m e t i c  
c i r c u i t s  a r e  u n i q u e l y  c h a r a c t e r i z e d  b y  d i s c r e p a n c i e s  i n  b o t h  r e s i d u e s  
o f  t h e  c o d e ;  s i n c e  t h e  r e s i d u e s  a r e  f o r m e d  i n d e p e n d e n t l y ,  d i s c r e p a n c y  
i n  o n l y  o n e  r e s i d u e  i n d i c a t e s  a  f a i l u r e  i n  t h e  a s s o c i a t e d  c h e c k e r  u n i t .  
T h e  t w o  res~dues o f  a  b i n a r y  w o r d  [ m n ,  • • •  , m
1
J  a r e  f o r m e d  ( F i g u r e  5 )  
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S Y N D R O M E  D E C O D E R  
CHE~KER I  I  C H E i K E R  
0  
M B R  
A C  C U M  
F i g u r e  5 .  S y s t e m  f o r  c o r r e c t i o n  o f  s i n g l e  e r r o r s  
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b y  t h e  c h e c k e r s  A  a n d  B ;  s i n c e  t h e  w o r d s  t o  b e  a d d e d  m u s t  p a s s  t h r o u g h  
t h e  M B R ,  t h e  n e e d e d  r e s i d u e s  a r e  g u a r a n t e e d .  W h e n  t h e  A D D  i n s t r u c t i o n  
i s  e x e c u t e d ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  r e s i d u e s  a r e  a d d e d  i n  t h e  c h e c k e r s ,  t h e i r  
s u m  b e i n g  s t o r e d  i n  p l a c e  o f  t h e  r e s i d u e  t h a t  c o r r e s p o n d e d  t o  t h e  w o r d  
t h a t  w a s  s t o r e d  i n  t h e  A C C U M .  A f t e r  e x e c u t i o n  o f  t h e  A D D  i n s t r u c t i o n ,  
t h e  a c c u m u l a t o r  ( A C C U M )  c o n t a i n s  t h e  s u m ;  t h e  r e s i d u e s  o f  t h e  s u m  i n  
A C C U M  a r e  n o w  f o r m e d  b y  t h e  c h e c k e r s  A  a n d  B  a n d  c o m p a r e d  w i t h  t h e  s u m  
o f  t h e  r e s i d u e s .  T h e  r e s u l t  o f  t h i s  c o m p a r i s o n  i s  t h e  s y n d r o m e ,  w h i c h  
w h e n  d e c o d e d ,  g i v e s  t h e  s i g n  a n d  m a g n i t u d e  o f  t h e  e r r o r  t o  t h e  c o r r e c t o r .  
T h e  c o n v e n t i o n ,  h a s  b e e n  a d o p t e d ,  t h a t  i f  N  i s  t h e  v a l u e  o f  t h e  s u m  i f  
n o  e r r o r  o c c u r r e d ;  t h e n  
[ r  , r  
1
,  . • •  , r
1
]  = · N  +  e  
n  n -
w h e r e  e  d e f i n e s  t h e  s i g n  a n d  m a g n i t u d e  o f  a  p o s s i b l e  e r r o r ,  a n d  t h e  
( 4 . 2 )  
c o n t e n t s  o f  t h e  a c c u m u l a t o r  R  r e p r e s e n t s  a  b i n a r y  n u m b e r .  T h e  o u t p u t  
o f  t h e  s y n d r o m e  d e c o d e r ,  w h i c h  i s  a l s o  a p p l i e d  t o  t h e  c o r r e c t o r ,  
( c  ,  • . •  , c
1
, c )  i s  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :  
n  o  
i f  
l e i =  0  
c .  =  0  
f o r  i = O , l ,  • . •  , . n  
1  
i f  I  e  I =  2 i - 1  
c .  =  1  c .  =  0  
1  
J  
f o r  j = l ,  . • •  , i - 1 , i + l ,  • •  n  
i f  
e  >  0  
c  
=  0  
0  
i f  
e  <  0  
c  
= =  1  
0  
T h e  c o r r e c t e d  s u m  i s  o b t a i n e d  a t  t h e  o u t p u t  o f  t h e  c o r r e c t o r  a n d  
i s  d e n o t e d  [ r '  , r '  
1
,  . • •  , r
1
' ] .  
n  n -
C H A P T E R  V  
S U M M A R Y  A N D  C O N C L U S I O N S  
T h e  r e s e a r c h  r e p o r t e d  h e r e  c o n s i d e r e d  t h e  m a t h e m a t i c a l  a p p l i c a t i o n  
o f  c o d e s  t o  t h e  c o r r e c t i o n  o f  e r r o r s  o r i g i n a t e d  b y  m a l f u n c t i o n s  o f  t h e  
h a r d w a r e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n s  o f  a  d i g i t a l  c o m p u t e r .  
T h e  s a m e  p r i n c i p a l s  a n d  a p p l i c a t i o n s  c a n  b e  a p p l i e d  t o  t h e  e n t i r e  
d i g i t a l  c o m m u n i c a t i o n  f i e l d ,  e v e n  t o d a y  w i t h  t h e  a d v a n c e d  s t a t e - o f - t h e -
a r t ,  n i n e t y - f i v e  p e r c e n t  o f  t h e  d i g i t a l  d a t a  . t r a n s m i s s i o n s  a r e  i n t r a -
c o m p u t e r .  
T h e  ~pplication o f  b a s i c  e r r o r  c o d e s  t o  c o m p u t e r  a r i t h m e t i c  i s  
a n a l y z e d ,  i n  s o m e  d e t a i l ,  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  c o n c e p t  o f  m o d u l a r  b i n a r y  
a r i t h m e t i c  w e i g h t  ( M B A W ) .  C h a p t e r  I  r e l a t e s  t h e  c o n c e p t s  o f  ( M B A W )  t o  
t h e  a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n s  o f  a  f i n i t e  r i n g  o f  i n t e g e r s ,  w h i l e  d e f i n i n g  
t h e s e  o p e r a t i o n s .  
A  c l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  a r i t h m e t i c  c o d e s  d u e  t o  G a r n e r  [ 4 ] ,  p o i n t s  
t h e  w a y  t o  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  p r a c t i c a l  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e s e  c o d e s .  
. _ _ _ _  
I n  p~rticular, i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  A N  c o d e s  a r e  n o t  v e r y  p r a c t i c a l ,  
t h a t  t h e  n o n - s e p a r a t e  s y s t e m a t i c  c o d e s  a r e  p a r t i a l l y  m o d u l a r ,  a n d  t h a t ,  
I  
t h e  m o d u l a r i t y  o f  t h e  s e p a r a t e  c o d e s  i s  v e r y  d e s i r a b l e .  T h e  d i s t a n c e  
p r o p e r t i e s  o f  A..~ c o d e s  a r e  d i s c u s s e d  a t  s o m e  l e n g t h  w h i c h  l e a d s  t o  
C h a p t e r  I I .  
I n  C h a p t e r  I I ,  t h e  a n a l o g y  b e t w e e n  a r i t h m e t i c  a n d  c y c l i c  c o m m u n i c a -
t i o n  c o d e s  i s  p u t  o n  a  f i r m  b a s i s ;  t h e  c y c l i c  l a r g e  d i s t a n c e  c o d e s  o f  
M a n d e l b a u m  [ 1 5 ]  a n d  B a r r o w s  [ 1 6 ]  a r e  g e n e r a l i z e d ,  a n d  a  n u m b e r  o f  e x a m p l e s  
a r e  g i v e n .  
T h e  p r o b l e m  o f  p r e d i c t i n g  t h e  e r r o r  c o r r e c t i n g  p r o p e r t i e s  o f  
s e p a r a t e  c o d e s  i s  s o l v e d  h e r e ,  w h e n  t h e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  t h e  
s e p a r a t e  a n d  n o n - s e p a r a t e  c o d e s  i s  e s t a b l i s h e d .  T h i s  ~orrespondence 
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i s  a n a l y z e d  i n  d e t a i l ,  p a r t i c u l a r l y  w i t h  r e g a r d  t o  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  
e r r o r s  a l s o  o c c u r r i n g  i n  t h e  m o d u l e s  ( c h e c k e r s )  w h i c h  c h e c k  t h e  o p e r a t i o n  
o f  t h e  a r i t l u n e t i c  u n i t .  R e s u l t s  a r e  p r e d i c t e d  o n  h o w  m a n y  o f  t h e s e  
c h e c k e r s  m a y  b e  c o r r e c t e d  i f  t h e y  f a i l e d  a t  t h e  s a m e  t i m e  t h e  a r i t h m e t i c  
u n i t  f a i l s .  
T h e  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  a b o v e  r e s u l t s  i s  t h a t  n o w  t h e  t h e o r y  o f  
t h e  l e s s  p r a c t i c a l  A N  c o d e s ,  w h i c h  h a s  d e v e l o p e d  m e t h o d s  o f  d e t e r m i n i n g  
t h e i r  d i s t a n c e  p r o p e r t i e s ,  m a y  b e  a p p l i e d  ' t o  t h e  m u l t i - r e s i d u e  ( s e p a r a t e )  
c o d e s .  Th~ l a t t e r  a r e  m u c h  m o r e  a t t r a c t i v e  f o r  p r a c t i c a l  i m p l e m e n t a t i o n  
b e c a u s e  o f  t h e i r  m u c h  l a r g e r  r a n g e .  
T h e  b i - r e s i d u e  s i n g l e  e r r o r - c o r r e c t i n g  c o d e s  a r e  t h e  l e a s t  c o m p l e x  
o f  t h e  m u l t i - r e s i d u e  c o d e s ,  a n d  t h e  a l t e r n a t i v e s  t o  t h e i r  i m p l e m e n t a t i o n  
h a v e  b e e n  c o n s i d e r e d  h e r e .  O n e  a l t e r n a t i v e  h a s  b e e n  u s e d  t o  s h o w ,  b y  
F i g u r e  5 ,  a  s c h e m e  w h e r e  s i n g l e  e r r o r s  a r e  c o r r e c t e d  w i t h  s a t i s f a c t o r y  
r e s u l t s .  
·  ·  T h i s  r e s e a r c h  h a s  d e a l t  o n l y  w i t h  a d d i t i o n ,  s i n c e  i t  i s  t h e  b a s i c  
a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n  u s e d  i n  d i g i t a l  m a n i p u l a t i o n s .  T h i s  r e s e a r c h  a l s o  
h a s  o n l y  d e a l t  w i t h  t h e  c a s e  o f  t h e  s i n g l e  e r r o r .  T h e  s i n g l e  e r r o r  
i s  d e f i n i t e l y  t h e  m o s t  b a s i c  o f  a l l  t h e  p o s s i b l e  c o n d i t i o n s ,  b u t  o n c e  
t h e  e r r o r - c o r r e c t i o n  p r o c e s s  i s  p r o v e n ,  i t  t a k e s  n o  i m a g i n a t i o n  t o  m o v e  
d i r e c t l y  t o  t h e  m o r e  c o m p l e x  c o n d i t i o n s .  T h e s e  a r e  l e f t ,  a l o n g  w i t h  
t h e  r e m a i n i n g  a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n s ,  t o  f u r t h e r  r e s e a r c h  a n d  t o  t h e  
i n t e r e s t e d  obs~rver n o w  i n v o l v e d  w i t h  t h i s  r e s e a r c h .  
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A P P E N D I X  A  
A  D I R E C T  A L G O R I T H M  T O  D E T E R M I N E  T H E  
B I N A R Y  A R I T H M E T I C  W E I G H T  
A l g o r i t h m s  a r e  a v a i l a b l e  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  a r i t h m e t i c  
w e i g h t  o f  a  n u m b e r  [ 2 5 ] , [ 1 4 ] .  T h e s e  a l g o r i t h m s  r e q u i r e  s u c c e s s i v e  
t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  n u m b e r  w h o s e  a r i t h m e t i c  w e i g h t  w e  w a n t  t o  d e t e r m i n e  
a n d  i n  t h a t  s e n s e  c o u l d ,  p e r h a p s  b e  c a l l e d  " i t e r a t i v e " .  A n  a l g o r i t h m  
i s  p r e s e n t e d  h e r e  t h a t  a l l o w s  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  a r i t h m e t i c  w e i g h t  
o f  a  n u m b e r  w i t h o u t  c h a n g e s  i n  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  n u m b e r .  I t s  
s i m p l i c i t y  a n d  t h e  a b s e n c e  o f  r e q u i r e d  m a n i p u l a t i o n s  m a k e  t h i s  a l g o r i t h m  
s u p e r i o r  t o  t h e  o t h e r s  f o r  e i t h e r  h a n d  o r  m a c h i n e  c o m p u t a t i o n .  
B A C K G R O U N D  
T h e  b i n a r y  a r i t h m e t i c  w e i g h t  o f  a n  i n t e g e r  ( B A W ) ,  a s  g i v e n  i n  
D e f i n i t i o n  1 . 1 ,  i s  t h e  s a m e  a s  t h e  B A W  o f  i t s  l a r g e s t  o d d  d i v i s o r .  
( I f  t h e  i n t e g e r  N  i s  o d d ,  t h e n  i t s  l a r g e s t  o d d  d i v i s o r  i s  N  i t s e l f . )  
T h i s  s t a t e m e n t  i s  a  d i r e c t  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  d e f i n i t i o n  o f  B A W  s i n c e  
t h e  l o w  o r d e r  p o s i t i o n  w i t h  a  z e r o  c o e f f i c i e n t  i n  t h e  b i n a r y  e x p a n s i o n  
o f  a  n u m b e r  d o e s  n o t  c o n t r i b u t e  t o  i t s  B A W .  
R e i t w i e s n e r  [ 2 5 ]  h a s  s h o w n  t h a t  i f  N  i s  r e p r e s e n t e d  i n  a  f o r m  
n  
N  =  L  
i = O  
a . 2 i  
1  
( 1 )  
w h e r e  a i  i s  1 ,  0 ,  o r  - 1 ,  s u c h  t h a t  a i  •  a i + l  =  0  f o r  i  =  0 ,  1 ,  • • •  , n - 1 ,  
t h e n  t h e  n u m b e r  o f  n o n - z e r o  a i  g i v e s  t h e  B A W  o f  N .  F u r t h e r m o r e ,  h e  
p r o v e d  t h a t  f o r  a n y  
m  
N = L  
i = o  
b  2 i  
i  
4 4  
( 2 )  
w h e r e  b .  i s  e i t h e r  0  o r  1 ,  f o r  i  =  O ,  1 ,  • . .  ,  m - 1 ,  a n d  b .  =  i ,  a  r e p r e -
1  1  
s e n t a t i 9 n  o f  t h e  s a m e  i n t e g e r  i n  f o r m  ( 1 ) ,  i s  a l w a y s  p o s s i b l e  w i t h  n  - m .  
M a s s e y  [ 1 7 ] ,  m o r e  p r e c i s e l y ,  s h o w s  t h a t  n ,  a s  i n  ( 1 ) ,  w i l l  n o t  h a v e  t o  
e x c e e d  m  +  1 ,  a s  i n  ( 2 ) ,  f o r  s u c h  a  r e p r e s e n t a t i o n .  
W e  w i l l  c a l l  a  r u n  o f  ( k  - j  +  1 )  o n e s  a  s e q u e n c e  o f  b k  =  b k - l  =  
=  b j + l  =  b j  =  1  f o r  k  >  j  >  =  0  i n  t h e  b i n a r y  r e p r e s e n t a t i o n  ( 2 )  
o f  N ,  w h e r e  n o  c o e f f i c i e n t s  a r e  m i s s i n g  i n  t h e  c o n s e c u t i v e  o r d e r  f r o m  
j  t o  k .  
R e i t w i e s n e r ' s  a l g o r i t h m  t o  f i n d  t h e  B A W  o f  a  n u m b e r  N  c o n s i s t s  
i n  s y s t e m a t i c a l l y  s u b s t i t u t i n g  a l l  r u n s  o f  ( k  - j  +  1 )  o n e s  t h a t  m a y  
e x i s t  ( o r  o r i g i n a t e  i n  t h e  p r o c e s s )  s t a r t i n g  w i t h  t h e  s m a l l e s t  j ,  b y  
2 k + l  - 2 j  
E v i d e n t l y ,  t h i s  h a s  t o  b e  a  s e q u e n t i a l  p r o c e s s  s i n c e  t h i s  s u b s t i t u -
t i o n  m a y  c r e a t e  _ n e w  r u n s  o f  o n e s  i n  t h e  h i g h e r  o r d e r  p o s i t i o n s  ( i f ,  f o r  
exam~le b k +
2  
=  1 ) .  
T h i s  a l g o r i t h m  c r e a t e s  a  r e p r e s e n t a t i o n  o f  N  o f  t h e  f o r m  ( 1 ) ,  a s  
d e s i r e d ,  a n d  a  c o u n t  o f  t h e  n o n - z e r o  c o e f f i c i e n t s  y i e l d s  B A W ( N ) .  
I  
A P P E N D I X  B  
E R R O R S  I N  F I N I T E  R I N G  A R I T H M E T I C  
T h e  b i n a r y  a r i t h m e t i c  w e i g h t  o f  a n  i n t e g e r  i n  t h e  i n f i n i t e  r i n g  
Z  i s  n o t  a f f e c t e d  b y  t h e  s i g n  o f  t h e  n u m b e r ,  i . e . ,  B A W ( N )  =  B A W ( - N )  a s  
f o l l o w s  f r o m  D e f i n i t i o n  1 . 1 .  
I n  f i n i t e  r i n g  a r i t h m e t i c  m o d u l o  m  t h e  c o m p l e m e n t  o f  a ·  n u m b e r  N  
0  
f o r  0  <  N  <  m ,  d e n o t e d  N  i s  ( m  - N ) .  · I t  i s  c l e a r  t h a t  N  =  - N  m o d u l o  m  
0  0  
T h e  q u e s t i o n  a r i s e s  t h e n ,  o f  w h a t  i s  t h e  B A W  o r  a  g i v e n  n u m b e r  N  i n  r i n g  
a r i t h m e t i c ;  i s  i t  B A W ( N )  o f  t h e  B A W  o f  i t s  c o m p l e m e n t  w i t h  o p p o s i t e  sign~ 
S i n c e  b o t h  N  a n d  i t s  c o m p l e m e n t  w i t h  o p p o s i t e  s i g n  a r e  e q u i v a l e n t  i n  
r i n g  a r i t h m e t i c ,  a n d  w e  a r e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  m i n i m a l  b i n a r y  r e p r e s e n -
t a t i o n ,  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n  i s  a p p r o p r i a t e .  
D e f i n i t i o n  B . l  T h e  m o d u l a r  b i n a r y  a r i t h m e t i c  w e i g h t  o f  a n  i n t e g e r  
N  f o r  0  ~ N  < m i n  t h e  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  m ,  d e n o t e d  M B A W ( N ) ,  
0  
i s  g i v e n  b y  
M B A W ( N )  = m i n  (  B A W ( N ) ,  B A W ( N )  )  
E x a m p l e :  I n  t h e  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  3 3  t h e  n u m b e r  N  - 1 7  h a s  M B A W ( l 7 )  
=  1  a l t h o u g h  B A W ( l 7 )  =  2 ,  b e c a u s e  N  =  3 3  - 1 7  =  1 6  a n d  B A W ( 1 6 )  =  1 .  
S i m i l a r l y  i n  f i n i t e  r i n g  a r i t h m e t i c  t h e  m o d u l a r  b i n a r y  a r i t h m e t i c  
d i s t a n c e  b e t w e e n  t w o  n u m b e r s  N
1  
a n d  N
2  
i n  t h e  r i n g  i s  g i v e n  b y  M B A W ( N
1  
N
2
) .  T h i s  s h o u l d ,  o f  c o u r s e ,  b e  t h e  s a m e  a s  M B A W ( N
2  
- N
1
) .  O n e  
i m p o r t a n t  p r o p e r t y  o f  t h e  b i . n a r y  a r i t h m e t i c  w e i g h t  o f  t h e  s u m  o f  t w o  
i n t e g e r s  N
1  
a n d  N
2  
i n  t h e  ( i n f i n i t e )  r i n g  o f  i n t e g e r s  Z  i s  t h a t  
B A W ( N
1
·  +  N
2
)  ~ B A W ( N
1
)  +  B A W ( N
2
)  
( B l )  
I  
I  '  
4 6  
T h i s  i s  c l e a r  i f  w e  c o n s i d e r  a d d i t i o n  o f  t h e  n u m b e r s  N
1  
a n d  N
2  
n  
e x p r e s s e d  
i  
a s  
L  a . 2  
( w h e r e  a .  i s  o n e  o f  0 ,  1 ,  o r  - 1 ) ,  i n  a  m i n i m u m  
i = l  1 .  
1  
n u m b e r  o f  t e r m s .  
C a n c e l l a t i o n s  o f  n o n - z e r o  t e r m s  o r  c a r r i e s  m a y  o c c u r ,  
b u t  t h e  n u m b e r  o f  n o n - z e r o  t e r m s  o f  t h e  s u m  c a n n o t  p o s s i b l y  e x c e e d  
t h e  s u m  o f  t h e  n u m b e r  o f  n o n - z e r o  t e r m s  o f  N
1  
a n d  N
2
.  I n  a  r i n g  o f  
i n t e g e r s  m o d u l o  m  i t  i s  n o t  t r u e ,  i n  g e n e r a l ,  t h a t  
0  
M B A W c f  N
1  
+  N
2  
l m  )  ~ M B A W ( N
1
)  +  M B A W ( N
2
)  
0  
E x a m p l e :  m  =  5 1  N  =  N  =  3 2  
o .  '  1  2  
M B A W c f  6 4  f  
5 1
)  
M B A W ( l 3 )  
= m i n  ( B A W ( 1 3 ) ,  B A W ( 3 8 ) )  =  3  
w h i l e  M B A W ( 3 2 )  =  1  a n d  t h e  c o n t r a d i c t i o n  o f  ( B 2 )  f o l l o w s . ·  
I  
( B 2 )  
L E M M A  B l . l  
I n  c o n v e n t i o n a l  b i n a r y  n u m b e r  s y s t e m s  w h e n  M  =  2  ( i . e . ,  
0  
i n  a  r a d i x  b i n a r y  n u m b e r  s y s t e m )  o r  w h e n  m  =  2 n  - 1  ( i . e . ,  i n  a  d i m i n i s h e d  
0  
r a d i x  b i n a r y  n u m b e r  s y s t e m ) ,  t h e  i n e q u a l i t y  ( B 2 )  i s  v a l i d .  
L e t  N
1
'  b e  e i t h e r  N .  o r  - N .  f o r  i  =  1 ,  2 ,  
1  1  
P R O O F :  
c o r r e s p o n d i n g l y ,  w h i c h e v e r  h a s  t h e  s m a l l e s t  B A W .  F r o m  e l e m e n t a r y  m o d u l a r  
· - - a d d i t i o n  w e  c a n  s a y :  
T h e n  
a n d  
I
N  +  N 2 1 m  
1  0  
- f N '  +  N 2 '  I m  
- 1  0  
M B A W ( f N
1  
+  N
2
1 m )  
M B A W C I N i  +  N i l m )  
0  
0  
M B A W ( I N i  + N Z  I m )  
<  M B A w C I N i  +  N 2 ( m )  
0  
0  
a s  a  c o n s e q u e n c e  o f  D e f i n i t i o n  B . l .  
I n  a  s u m ,  a  c a r r y  i n t o  t h e  ( n  +  1 )  b i t  p o s i t i o n  w h e n  m  =  2 n  w i l l  
.  0  
b e  n e g l e c t e d  s i n c e  i t  h a s  m a g n i t u d e  2 n  a n d  l 2 n f  =  0  i n  t h i s  c a s e .  I f  
.  m  
0  
m  =  2 n - l  a  c a r r y .  i n t o  t h e  ( n  +  1 )  b i t  p o s i t i o n  w i l l  b e  e q u i v a l e n t  t o  
0  
4 7  
a d d i n g  1  t o  t h e  s u m  ( o f  t e n  c a l l e d  a n  " e n d  a r o u n d  c a r r y " )  w h i l e  r e m o v i n g  
t h e  b i t  f r o m  t h e  ( n  +  1 )  p o s i t i o n ,  s i n c e  n o w  J 2 n l  =  1  f o r m  =  2 n  - 1 .  
m  o  
0  
C o n s e q u e n t l y ,  i n  a  r a d i x  b i n a r y  s y s t e m  t h e  p o s s i b l e  e x t r a  c a r r y  
i s  l o s t  a n d  i n  a  d i m i n i s h e d  r a d i x  b i n a r y  s y s t e m  i t  i s  c a r r i e d  a r o u n d  t o  
t h e  l e a s t  s i g n i f i c a n t  b i t  p o s i t i o n .  I n  e i t h e r  c a s e  N i  +  N i  d o e s  n o t  
i n c r e a s e  i t s ·  B A W  b y  t a k i n g  I N ! +  N 2 1 m  •  T h e n :  
0  
B A W ( ! N i  +  N i l m )  ~ B A W ( N i  +  N 2 )  
!  0  
b u t  b y  ( B l )  a b o v e  
B A W ( N i  +  N Z )  ~ B A W ( N i )  +  B A W ( N z )  
a n d  b e c a u s e  o f  o u r  c h o i c e  o f  N '  f o r  i  =  1 ,  w e  h a v e  
B A W ( N i )  =  M B A W ( N i _ )  
f o r .  i  =  1 ,  2  w h i c h  p r o v e s ·  ( B 2 ) .  
W h e n  a n  e r r o r  p a t t e r n  E  o c c u r s  i n  t h e  t r a n s m i s s i o n  o f  a n  e l e m e n t  
N
1  
o f  a  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  m
0  
o r  i n  t h e  a d d i t i o n  o f  t w o  e l e m e n t s  
o f  t h e  r i n g  w h i c h  w o u l d  h a v e  h a d  a  c o r r e c t  r e s u l t  N
1
,  t h e n  t h e  e r r o n e o u s  
r e s u l t  N
2  
i s  g i v e n  b y  
N 2  = I N l  + E l  ( B 3 )  
m o  
w h e r e  E  i s  a l s o  r e s t r i c t e d  t o  0  ~ E  <  m  w i t h  t h e  u n d e r s t a n d i n g  t h a t  E  =  0  
o n l y  i f  t h e r e  i s  n o  e r r o r .  
D e f i n i t i o n  B . 2  
T h e  s e t  o f  a l l  e r r o r  p a t t e r n s  E  i n  t h e  r i n g  o f  i n t e g e r s  
m o d u l o  m  c o - r e s p o n d i n g  t o  a l l  e r r o r s  i n  t h e  r i n g ,  o f  M B A W  l e s s  t h a n  
0  
o r  e q u a l  t o  d i s  d e n o t e d  b y  U ( m  , d ) .  
0  
M o r e  f o r m a l l y  
U ( m
0
, d )  =  - [ E f O  ~ E  <  m
0  
a n d  M B A W ( E )  =  ~ 
( B 4 )  
~~ 
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•  
L E M M A  B l . 2  
I f  b y  U ( m  , d
1
)  +  U ( m  , d  )  w e  m e a n  t h e  s e t  f o r m e d  b y  t h e  s u m  
0  0  2  
m o d u l o  m  =  2 n  - 1 ,  f o r  s o m e  n ,  o f  e a c h  o f  t h e  e l e m e n t s  o f  U ( m  , d
1
)  w i t h  
0  0  
e a c h  o f  t h e  e l e m e n t s  o f  U ( m
0
, d
2
)  i n  a l l  p o s s i b l e  w a y s , .  t h e n  w e  c a n  e s t a b l i s h  
t h e  e q u a l i t y  o f  t h e  s e t s :  
•  
U ( m  , d
1
)  +  U ( m  , d
2
)  =  U ( m  , d )  
0  0  0  
w h e r e  d  = m i n  ( d
1  
+  d
2
,  [~]) a n d  [~] i s  t h e  i n t e g e r  p a r t  o f  ~· 
P R O O F :  F o r  a n y  E
1  
£  U ( m
0
, d
1
)  a n d  E
2  
£  U ( m
0
, d
2
)  b y  L e n n n a  B l . 1  
M B A W ( I E
1  
+  E
2
f m )  =  M B A W ( E
1
)  +  M B A W ( E
2
)  =  d l  +  d
2  
0  
T h e  m a x i m u m  p o s s i b l e  M B A W  o f  a n y  n  b i t  w o r d  i s  t h e  i n t e g e r  p a r t  
n  n  n  l  f  
o f  Z '  d e n o t e d  [ 2 ] .  I f  d
1  
+  d
2  
<  [ 2 ]  t h e n  E
1  
+  E
2  
m  £  U ( m
0
, d
1  
+  d
2
) ;  
.  0  
o t h e r w i s e  i f  a
1  
+  d
2  
~ ~ ,  t h e n  ( E
1  
+  E
2
l m  E  U ( m
0
, [ I ] )  w h i c h  c o n t a i n s  
0  
a l l  p o s s i b l e  e r r o r  p a t t e r n s .  
n  
C o n v e r s e l y  a n y  e l e m e n t  o f  U ( m
0
, d
1  
+  d
2
)  f o r  d
1  
+  d
2  
~ [ 2 ]  m a y  b e  
d e c o m p o s e d  i n  t h e  s u m  m o d u l o  m  o f  a n  e l e m e n t  f r o m  U ( m  , d
1
)  a n d  a n o t h e r  
0  .  0  
f r o m  U ( m
0
, d
2
) .  ·  
A P P E N D I X  C  
N E C E S S A R Y  A N D  S U F F I C I E N T  C O N D I T I O N S  F O R  E R R O R  C O R R E C T I O N  
P e t e r s o n  [ 2 ]  h a s  g i v e n  t h e  f o l l o w i n g :  
T H E O R E M  C . l  A n  A N  b i n a r y  c o d e  i s  c a p a b l e  o f  s i n g l e  e r r o r  c o r r e c t i o n  
f o r  a l l  n u m b e r s  i n  t h e  r a n g e  0  ~ N  <  M  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  r e s i d u e s  o f .  
± 2 i  m o d u l o  A  a r e  d i s t i n c t  a n d  n o n - z e r o  f o r  a l l  i  s u c h  t h a t  2 i  - A M .  
T h i s  r e s u l t  c a n  t h e n  b e  e x t e n d e d .  
D e f i n i t i o n  C l . l  
T h e  s y n d r o m e  o f  a  n o n - s e p a r a t e  c o d e  w o r d . A N  w h i c h  h a s  
b e e n  c o r r u p t e d  b y  a n  e r r o r  p a t t e r n  E  i s  d e f i n e d  b y  
S ( A N l  +  E )  =  I A N l  +  E I A  =  f E I A  
( C l . l )  
· T h e  s y n d r o m e  o f  a  s~parately c o d e d  w o r d  X  =  [ x , x
1
,  . . .  , x k ] '  w h e r e  
x  i s  t h e  r i n g  o f  i n t e g e r s  m o d u l o  m  ,  i s  d e f i n e d  b y  t h e  k - t u p l e  
0  .  
.  S  ( X )  =  ( s  1 '  •  •  •  ' s k )  
( C l .  2 )  
w h e r e s .  =  f  x  - x .  [  f o r  i  =  1 , 2 ,  . • •  , k .  
i  i  m .  
; i .  
C o n s i d e r  Z ,  t h e ·  c o r r e c t  r e s u l t  o f  t h e  a d d i t i o n  o f  m u l t i - r e s i d u e  
c o d e d  w o r d s .  I f  a n  e r r o r  o f  p a t t e r n  E  h a s  o c c u r r e d  i n  t h e  a r i t h m e t i c  
c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  f i r s t  c o m p o n e n t  o f  t h e  w o r d  Z ,  t h e n  c l e a r l y  
s  ( Z  +  E )  ; ;  ( I E  I  '  . . .  '  I E  I  )  
m i  1 1 \  
( C l .  3 )  
I n  e i t h e r  k i n d  o f  c o d e ,  s e p a r a t e  o r  n o n - s e p a r a t e ,  t h e  n e c e s s a r y  
a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  t h e  d e t e c t i o n  o f  a l l  e r r o r  p a t t e r n s  E  o f  
p o s i t i v e  w e i g h t  n o  g r e a t e r  t h a n  d  i s  t h a t  
S ( X  +  E )  : f  S ( O )  
( C l . 4 )  
f o r  a l l · E  1  0  i n  U ( m  ,d)~ a n d  a n y  c o d e  w o r d  X .  
0  
S i m i l a r l y ,  t h e  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  
c o r r e c t i o n  o f  a l l  e r r o r  p a t t . e r n s  E  o f  p o s i t i v e  w e i g h t  o n  g r e a t e r  t h a n  
d  i s  t h a t  S ( X  +  E
1
)  1  S ( X  +  E
2
)  f o r  a n y  p a i r  E
1  
1  0  a n d  E
2  
1  E
1  
i n  
U ( m  , d ) ,  a n d  a n y  c o d e  w o r d  X .  
0  
s o ·  
